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L. Krommenbundel van den derden graad. 


a. Meetkundige behandeling. 


Inleiding. 


Laten O,, O,, O, (fig. 1) de hoekpunten zijn van een recht- 
hoekigen driehoek met de zijden U,, Us, laa. Is A, het voet- 
punt van de hoogtelijn op de schuine zijde neergelaten en zijn 
M,, M‚s, M.; de middens der zijden, c‚, c‚3 de cirkels op de 
zijden !,,, /,, als middellijnen beschreven, dan heeft men de stelling : 

„De punten O, (viermaal geteld), O,, O,, A, en de twee 
„onbestaanbare cirkelpunten w,, w, vormen de basispunten 
„van een bundel circulaire krommen van den derden graad 
„met een dubbelpunt in O,. Tot dezen bundel behooren 
„de ontaarde krommen (bl, C45),:(li3, €13)» lag met den 
„punteirkel O,, en bovendien de cirkel c,‚‚ op !,; als mid- 
„dellijn beschreven met de rechte lijn O, A, =!,, vereenigd.” 

Bij een willekeurigen krommenbundel van den derden graad 
is de meetkundige plaats der tangentiaalpunten van een basispunt 
een kromme van den vierden graad met een drievoudig punt in 
dat basispunt, die bovendien eenmaal door de overige acht basis- 
punten gaat. Bij den orthocentrischen bundel *) splitst deze 
kromme zich voor elk der punten O; in drie lijnen en de lijn in 


1) Prof. dr. P, H. Scrnoure. „Quelques figures à „ + 2 inversions dans l'espace 
à „ dimensions”, Archives Teyler, Série II, T. V., Troisième partie 

Aan de hand van hetgeen in deze verhandeling voorkomt over de vlakke krommen 
van den derden en vierden graad van het eerste geslacht, heb ik de rationale onder- 
zocht. Bovendien heb ik deze krommen C° analytisch behandeld en zoodoende langs 
twee wegen dezelfde resultaten verkregen. Het spreekt van zelf, dat ik voor het 
bewijs van sommige stellingen kon verwijzen naar het overeenkomstige bij de ortho- 
centrische bundels. Om niet den geheelen titel op te geven heb ik dit telkens aldu 
aangeduid: (Zie S. pag . . ., noot . . …. 
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het oneindige (l_) en voor elk der punten A; in twee lijnen 
en een cirkel door de punten A;: (negenpuntscirkel). Bij den 
bovengenoemden bundel, dien wij rechthoekigen bundel zullen 
noemen, omdat hij op de aangegeven wijze met een rechthoeki- 
gen driehoek in verband staat, zal de meetkundige plaats der bij 
het punt O, behoorende tangentiaalpunten bestaan uit /,, (twee- 
maal), U, /, 5; voor die bĳ O, vindt men 4; (tweemaal), b3, 
Voor het punt A, zal zij bestaan uit de lijnen /,,, O,A, en een 
cirkel, die behalve A, ook M,, M,‚} bevat — aangezien A‚M 
in A, raakt aan c‚3 en A,M,, in A, raakt aan c,‚ — en dus de 
negenpuntscirkel van den rechthoekigen driehoek is. 

Bij een willekeurigen bundel is de meetkundige plaats der 
buigpunten een kromme van den twaalfden graad cl2, die drie- 
maal door elk der basispunten ‘gaat. Bij den orthocentrischen 
bundel splitst deze zich in de zes rechte lijnen l‚, en een kromme 
c°, die driemaal door de cirkelpunten w,‚, w‚ gaat en bovendien 
eenmaal door de punten A; Bij den rechthoekigen bundel splitst 
zij zich in zes rechte lijnen [nl. L, (tweemaal), /, (tweemaal), 
l, en O,A,], den puntcirkel (O,) en een bicirculaire kromme van 
den vierden graad met een dubbelpunt in O,. Dat deze c* twee- 
maal door O, gaat, blijkt als volgt. Van de snijpunten der c'2 
met een willekeurige C° uit den bundel zullen er vijftien vallen 
in de punten O,, O3, A,, w;, w‚ en drie in de buigpunten. De 
achttien overigen liggen in O,, waaruit blĳkt, dat de kromme 
cl* negenmaal door O, gaat; van deze negen takken vallen er 
zeven af, omdat /,, en /,; beide tweemaal geteld en O,A, , O,w,, 
Ow, elk eenmaal geteld tot de cl? behooren. Derhalve gaat de 
overschietende kromme c* tweemaal door O,. 

De achttien in O, samengevallen snijpunten van cl@ met een 
willekeurige C° uit den bundel zijn ontstaan uit viermaal drie 
snijpunten der vier basispunten, welke in O, zijn samengevallen, 
en bovendien uit de zes buigpunten, welke door het optreden van 
het dubbelpunt verdwenen zijn. 


Inversie. 


De rechthoekige bundel, welke bij den driehoek O,0,0, behoort, 
Is anallagmatisch ten opzichte van twee inversies; van de eerste 
inversie is O, het middelpunt en cirkel [O,] de meetkundige plaats 
der dubbelpunten, terwijl voor de tweede O, met [O,] deze rol spelen. 

Dat elke willekeurige kromme C‚;° uit den bundel door die in- 
versies in zich zelf overgaat, blijkt aldus. Door C;? te inverteeren 
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uit O, zal men in de eerste plaats een C° terugkrijgen; want een 
kromme C*‚, die a-maal door P, pf-maal door w, ‚ y-maal door w, gaat 
en dus kan worden voorgesteld door C(P®, ob, wY,), gaat door 
inversie uit P in een C2 (CAH) (p"-Ê En ONT ) 
over. De geïnverteerde C;’* van een willekeurige C;5 uit den bundel 
zal dus eenmaal door w,, w, en O, gaan en bovendien tweemaal door 
O, en, daar A, in O,en O,in A, overgaat, eenmaal door O, en A. 
Dus hebben C° en C;? de negen basispunten gemeen; doch C#2 
snijdt [O,] behalve in de punten O,, w,, w‚ nog in twee punten 
R en S, welke door de inversie in zich zelf zullen overgaan en 
derhalve tot beide krommen behooren. De krommen C;? en C;’? 
hebben dus elf punten gemeen en vallen geheel samen. 

De cirkels [O,] en [O,] snijden elkaar loodrecht en zijn altijd 
bestaanbaar. Een kromme C° wordt in O, en O, aangeraakt door 
lijnen, die evenwijdig zijn aan de bestaanbare asymptoot, en in het 
punt A, door een lijn, die antiparallel is aan de asymptoot met 
betrekking tot O,0,, terwijl het tangentiaalpunt van A,‚, dat op 
den negenpuntscirkel ligt, samenvalt met het tangentiaalpunt 
van het bestaanbare punt in het oneindige (vergelijk de analytische 
behandeling, pag. 22). 

Elke C? wordt door de beide cirkels [O,] en [O,] in twee pun- 
ten loodrecht gesneden. Zij R een punt van C° op [O,], dan zal 
ergens op O,R nog een punt van C° moeten liggen, maar aan- 
gezien dit punt door inversie in R moet overgaan, zal het met 
R samenvallen. De lijn O,R is dus raaklijn aan C° in R en 
daarmee is de loodrechte snijding aangetoond. Een uitzondering 
hierop maken de ontaarde krommen. 


Voortbrenging. 


Een kromme uit den rechthoekigen bundel is op twee wijzen de 
omhullende van cirkels (epicykels), die een vasten cirkel (richtcirkel) 
loodrecht snijden, en wier middelpunten liggen op een parabool 
(deferent). De twee richtcirkels zijn de elkaar loodrecht snij- 
dende cirkels [O,] en [O,]. De beide parabolen zijn confocaal. 

Aangezien een kromme uit den bundel anallagmatisch is ten 
opzichte van O, zal een cirkel [P] (fig. 2), die [O,] loodrecht 
snijdt, de kromme in vier punten B, B’, Cen C’ zóó snijden, dat 
de verbindingslijnen BB'’—=b en CC’=c door O, gaan. De loodlijnen 
uit P op b en c neergelaten zullen een kromme van de tweede 
klasse omhullen, als we P het geheele vlak laten doorloopen. 
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Deze omhullende zal even als bij den orthocentrischen bundel een 
parabool zijn, waarvan de as loodrecht staat op de raaklijn in O, 
aan C?% Neemt men nu een punt op die parabool aan als middel- 
punt van een cirkel, die [O,] loodrecht snijdt, dan zullen de 
lijnen b’ en c° naast elkaar vallen; dan zullen ook 5 en c samen- 
vallen en derhalve B met C en B’ met C’: de cirkel zal dus de 
kromme Q? in twee punten aanraken. 

Neemt men een punt van O,O, als middelpunt van een lood- 
recht snijdenden cirkel aan, dan zullen we op dien cirkel (buiten 
O,) slechts twee snijpunten met C° vinden, derhalve slechts een 
as b'; daaruit volgt, dat 0,0, raakt aan den deferent en wel, 
zooals we zullen aantoonen, in het punt O,. Uit het anallagma- 
tisch zijn van de kromme volgt, dat de dubbelpuntsraaklijnen 
van C° antiparallel zijn met betrekking tot O,O, (of O,0,). Trekt 
men door O, een willekeurige lijn q, dan verkrijgt men op de 
kromme twee punten Q en Q'; de loodlijn g’ op het midden van 
QQ’ zal raaklijn zijn aan de parabool. Laat men nu g om O, 
wentelen, tot zij oneindig dicht bij O,O, is gekomen, dan zal de 
loodlijn qg’ door O, gaan en met 0,0, samenvallen, omdat we in 
dit grensgeval een oneindig kleinen geliĳjkbeenigen driehoek 
0,QQ' verkrijgen; de loodlijn op het midden der grondlijn QQ’ 
gaat door den top O, en valt samen met de lijn, die den top- 
hoek middendoor deelt. Er gaan door O, twee samengevallen 
raaklijnen, derhalve is O, het raakpunt op 0,0. 

Elke deferent, die behoort bij den richtcirkel [O,], raakt 0,0, 
in O, aan, bovendien raakt hij (zie fig. 1) de lijn QM,, aan, die 
A,O, loodrecht middendoor deelt. Bepalen we nu een kromme 
uit den rechthoekigen bundel door haar bestaanbaar punt op l,, 
dan is ook de deferent bepaald, daar dan de richting naar het 
oneindige is gegeven. Laat nu (fig. 3) O,M,,MM,, de negen- 
puntscirkel zijn en A‚L de richting van de asymptoot aangeven ; 
dan is A,T de raaklijn in A, en doet A,K loodrecht op A‚L de 
richting naar het oneindige van den deferent kennen. Om nu 
het brandpunt te bepalen trekken we door O, een lijn antiparallel 
aan O,S (O,S en M‚‚R zijn evenwijdig getrokken aan A,K) ten 
opzichte van 0,0, (en O,0,) en door M,, eenliĳjn, die met M,O, 
een hoek maakt gelijk aan hoek RM ,Q. Deze lijnen zullen elkaar 
dan in F op den negenpuntscirkel snijden en F' zal diametraal 
tegenover T liggen, zooals gemakkelijk volgt uit de betrekkingen 

bg MO, = bg AM; = bg MM 
boer 04 RM Se togeM a 
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Het brandpunt van den deferent, behoorende bij [O,] ligt dus 
op den negenpuntscirkel en diametraal tegenover het tangentiaal- 
punt van A‚. Op dezelfde wijze zal men hetzelfde resultaat 
vinden voor den deferent van den richtcirkel [O,|. Hieruit blijkt, 
dat de deferenten confocaal zijn. 

Een kromme C° is op twee wijzen de meetkundige plaats van 
grenspunten van een oneindig aantal cirkelbundels, waarvan elke 
bundel bepaald is door een der twee richtcirkels en een raaklijn 
aan den bijbehoorenden deferent !). 


Brandpunten. 


Een willekeurige kromme uit den rechthoekigen bundel heeft 
vier gewone brandpunten en één afzonderlijk brandpunt. De vier 
gewone brandpunten zijn de twee paren snijpunten der beide 
richtcirkels [O,] en [O,] met hunne deferenten p, en pz. Het 
afzonderlijk brandpunt is het gemeenschappelijk brandpunt der 
deferenten. 

Gewone brandpunten zijn de snijpunten der raaklijnen, die men 
uit de onbestaanbare cirkelpunten w, en w, aan de kromme kan 
trekken; omdat we hier krommen van het geslacht nul — en der- 
halve van de klasse vier — hebben, kunnen we door elk punt 
van een kromme twee lijnen trekken, die haar elders aanraken. 
Uit w, twee raaklijnen en eveneens uit w,; deze leveren vier 
snijpunten en dus vier gewone brandpunten. Beschouwt men de 
brandpunten als punten, waar de kromme door punteirkels dubbel 
wordt aangeraakt, dan komt men tot hetzelfde resultaat. We 
hebben dan de punten te zoeken, waar de straal van den epicykel 
nul wordt; dit is het geval in de snijpunten van den deferent 
met zijn bijbehoorenden richtcirkel. Nu leveren [O,]en p, ons 
buiten het dubbelpunt O, twee snijpunten ; eveneens [O,] en ps. 
Derhalve vier brandpunten: van de zestien brandpunten eener 
kromme uit den orthocentrischen bundel zijn er door het optreden 
van het dubbelpunt twaalf verdwenen. 

Het afzonderlijk brandpunt van een kromme is het snijpunt der 
raaklijnen, die de kromme in de punten w, en w, aanraken. 
De raaklijnen in w, aan de krommen C°? van den orthogonalen 
bundel vormen om w,‚ een stralenbundel |J]; de raaklijnen uit 
w, getrokken aan de bij de krommen behoorende deferenten vor- 


1) Zie S. pag. 7, noot 9. 
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men eveneens een bundel (A). Deze twee bundels zijn projectief 
verwant; immers elke raaklijn /, bepaalt één kromme C°, deze C3 
bepaalt één deferent en hierdoor is weer één bepaalde 4, aange- 
geven. Op de stralen /, liggen de afzonderlijke brandpunten der 
krommen C° en op de stralen 4, liggen de brandpunten der pa- 
rabolen. Om ws, als top krijgt men twee dergelijke stralenbun- 
dels. Bij twee projectieve bundels met denzelfden top gebeurt 
het in het algemeen tweemaal, dat twee overeenkomstige stralen 
samenvallen; geschiedt dit echter driemaal, dan zal elk paar sa- 
menvallen. Dit is hier het geval. De afzonderlijke brandpunten 
der ontaarde krommen (U, €42), (liz, Cia)» (lii) Coj) vallen samen 
met de brandpunten hunner deferenten; de afzonderlijke brand- 
punten dezer krommen zijn M,3, M‚s, Ms3. De brandpunten van 
een deferent verkrijgt men door het punt te nemen, dat op c, dia- 
metraal tegenover het tangentiaalpunt van A, ligt; voor de brand- 
punten der deferenten, behoorende bij de drie ontaarde krommen, 
vindt men op die wijze eveneens M,,, M,>, Ma. 

Hieruit volgt, dat voor elke kromme het afzonderlijk brand- 
punt samenvalt met het gemeenschappelijk brandpunt der defe- 
renten. 

Zooals boven is gezegd, liggen van de vier gewone brandpun- 
ten er twee op [O,] en twee op [O;|. Zijn f, en f, twee bestaan- 
bare brandpunten op een der richtcirkels b.v. [O,], dan zullen 
fa en f, op [O,] de antipunten zijn van f, en f5; m.a.w. fz en 
Je, zijn dan twee onbestaanbare punten op de lijn, die ff, 
loodrecht middendoor deelt. Is 2a de afstand van f tot f,, zoo 
is de afstand van /} tot ff, door + da en van f, tot dezelfde lijn 
door — ia voorgesteld. 

Door inversie gaat een dubbelrakende cirkel over in een dub- 
belrakenden cirkel en een dubbelrakende puntcirkel in een dub- 
belrakenden punteirkel, dus een gewoon brandpunt in een gewoon 
brandpunt. De brandpunten f, en /, op [O,] liggen derhalve op 
een lijn door O,, evenzoo f} en f4 op [O,] op een lijn door O,; 
deze twee linen staan rechthoekig op elkaar, aangezien twee 
brandpunten de antipunten zijn der beide anderen. 

Uit de wijze, waarop we ons voorstellen, dat een dubbelra- 
kende cirkel is ontstaan uit een willekeurigen cirkel, die een 
der richtcirkels rechthoekig snijdt (fig. 2), n.l. door het samenvallen 
van B met C en B’ met C°, volgt, dat de verbindingslijn der raak- 
punten door O; gaat en ze de raaklijn, in het middelpunt van den 
cirkel aan den deferent getrokken, loodrecht snijdt. Dit zal ook 
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het geval zijn, als de epicykel overgaat in een puntcirkel; bij 
gevolg zullen twee richtlijnen gaan door O, en twee door Os, 
terwijl ze loodrecht staan op de raaklijn aan den deferent in het 
brandpunt, waarbij ze behooren. 

Geeft men op [O‚] een punt f als ENE van een kromme, 
dan zijn daardoor de overige drie brandpunten bepaald; de bij 
deze kromme behoorende deferent p, zal moeten gaan door f, , /» 
en bovendien [O,] aanraken in het punt O,. De vier punten 
fi, Ja, O, en het opvolgende puut op [O] bepalen een bundel 
kegelsneden, waarvan de assen evenwijdig loopen, omdat er een 
cirkel tot dien bundel behoort; de assen der beide parabolen uit dien 
bundel staan dus loodrecht op elkaar. In de eerste plaats volgt 
hieruit, dat de krommen van den rechthoekigen bundel twee aan 
twee dezelfde brandpunten hebben (deze noemt men confocaal); 
verder dat de assen der deferenten van twee confocale krommen 
loodrecht op elkaar staan, waaruit dan weer blijkt, dat zij elkaar 
rechthoekig snijden in de punten O,, Os en A. 

Hoe snijden twee confocale krommen C° elkaar in het dubbel- 
punt? De dubbelpuntsraaklijnen vormen een straleninvolutie 
om O,; de meetkundige plaats der snijpunten der stralenparen 
dezer involutie met den projectieven bundel van raaklijnen in 
A, is dan een kromme van den derden graad, waartoe de rechte 
O,A, behoort. Dus blijft er nog een kegelsnede K? over. Deze 
K* gaat door O, en raakt de lijnen A‚M‚; en A‚M‚; in de pun- 
ten M‚; en M,‚, aan, daar O,M,3 en O,M,; de dubbelstralen der 
genoemde involutie zijn. Hierdoor is K? bepaald en zou zij ge- 
construeerd kunnen worden. 

De kegelsnee K° zal (fig. 4) geheel een in de kwadranten 
T en III; uit den loodrechten stand der raaklijnen aan twee con- 
focalen in A, volgt, dat als de raaklijn aan de eene kromme 
ligt in het eerste en derde kwadrant, de raaklijn uit A, aan 
haar confocale zal liggen in het tweede en vierde; m.a.w. als de 
raaklijn in A, aan de eerste kromme bestaanbare snijpunten met 
K? oplevert, dan zullen de snijpunten van de raaklijn aan de 
tweede kromme met K? onbestaanbaar zijn. 

Zijn dus de dubbelpuntsraaklijnen van een kromme bestaan- 
baar, dan zijn die van haar confocale onbestaanbaar en omgekeerd. 
De At van een kromme met een knooppunt is een kromme 
met een geïsoleerd punt. Een uitzondering hierop maken de 
ontaarde krommen (U, Co) en (l3, C,3)- 

Omdat twee confocale krommen C° elkaar in A, loodrecht snijden , 
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valt het afzonderlijk brandpunt van C? samen met het tangentiaal- 
punt van A, ten opzichte van haar confocale en omgekeerd. 


Meetkundige plaatsen. 


Áls een kromme C° den rechthoekigen bundel doorloopt, dan 


heeft men: 


qe 


De beide deferenten doorloopen elk een schaar. De schaar 
van parabolen p, heeft tot basisraakliĳnen / , M‚,Q en de 
twee samengevallen raaklijnen /,. De beide scharen zijn pro- 
jectief verbonden door den bundel C°. Zij hebben een kromme 
gemeen nl. de kromme, die ontaardt in het punt O, en het 
oneindig ver gelegen punt van M‚,Q; ze behooren dus tot 
een zelfde weefsel. 

Het afzonderlijk brandpunt doorloopt c‚ 

De gewone brandpunten op [O,] (en op dezelfde wijze op 
[O,]) vormen een involutie van puntenparen, waarvan O, en 
S‚, de dubbelpunten zijn. | 

Het snijpunt van een C° met haar bestaanbare asymptoot door- 
loopt c‚; dit punt ligt diametraal tegenover het afzonderlijk 
brandpunt en valt samen met het tangentiaalpunt van A, 
De confocale krommen C? vormen een involutie, waarvan de 
beide krommen, die / in w, en ws aanraken, de dubbel- 
elementen zijn. De assen der deferenten, behoorende bij twee 
confocale krommen , snijden elkaar op c. 

De asymptoot omhult een kromme van de derde klasse. Im- 
mers, een lijn m door een willekeurig punt P zal asymptoot 
zijn aan een kromme uit den bundel, als het snijpunt van m 
en de lijn #, welke laatste door A, antiparallel aan mm met 
betrekking tot 0,03 getrokken wordt, op den negenpunts- 
cirkel c, ligt. De lijnen m; vormen om P een stralenbundel 
en de lijnen #; eveneens om A,. Deze bundels zijn projectief 
verwant; de snijpunten van overeenkomstige stralen liggen op 
een gelijkzijdige hyperbool (A,O, en 0,0; geven de richting 
naar het oneindige), welke c, (behalve in A‚) in drie punten 
snijdt; derhalve gaan er door P drie asymptoten. | 


b. Analytische behandeling. 


Neemt men (fig. 1) 0,0, en 0,0; tot coördinaatassen aan en 
stelt men 0,0, en 0,03 door 2a en 2b voor, dan vindt men voor 
de vergelijking van den bundel 


a (a° — Zaar + YP) +Aiylae —Ubyty)h=0...... (1). 


De vergelijking der dubbelpuntsraaklijnen wordt nu derhalve 
ax* d-Âby?=0. Men ziet onmiddellijk, dat deze raaklijnen aan 
weerskanten gelijke hoeken maken met de x-as en alleen samen- 
vallen voor Â=0 (kromme U, €43) en Â == (kromme U3, C43)3 
overigens komen er in den bundel alleen krommen met knoop- 
punt of met geïsoleerd punt voor. 


Meetkundige plaats der buigpunten. 


Om de meetkundige plaats der buigpunten te vinden bepalen 
we de vergelijking, van de kromme van Hesse. Deze kromme 
is de meetkundige plaats der punten, waarvoor de poolkegelsnede 
een dubbelpunt heeft en dus ontaardt. De snijpunten van de 
kromme van HrssE met de oorspronkelijke kromme liggen in de 
dubbelpunten of buigpunten van de laatste. 

De algemeene vergelijking van de kromme van Hessr, die we 
H = 0 zullen noemen, is 


df df af 
da? * dredy ’ dede 


BEEN ed 
RE den mee 
Bfr AIEE 


dede’ dyde’ de? 


als men gebruik maakt van homogene coördinaten. 
De vergelijking der kromme van Hesse, welke behoort bij 
kromme (1), wordt derhalve 
3 + Ây — Za, Ax + y EE 
hety „alg —2b, by | — 0, 
ax ; Âby 0 
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Door eliminatie van Â uit deze laatste vergelijking en (1) vindt 
men de meetkundige plaats der buigpunten. Stellen we ter be- 
korting z° + y?® — 2ax= Aen a? +y*— 2by=B, dan levert dit 


yi(3x — 24) B — zAl, y-B — z?A ‚ aBzy 
yB — z?A ‚ — xi(3y — 2) A — YB}, — bAay |=0. 
aB zy ; — bA zy | , 0 


Deze vergelijking is van den twaalfden graad, Wij kunnen. 
deelen door z°y°®, ax — by en bxA + ayB = (a? + y°) (ba + ay — 2ab); 
dan zijn de zes lijnen en de puntcirkel ter zijde gesteld en er 
blijft over 

AB — axB — byA = 0, 
of 
(x° + Y*)? — 3 (aa + by) (a? + YP) + 8 abay — 0. 

Deze vergelijking stelt een kromme van den vierden graad voor 
met een dubbelpunt in den oorsprong, die bovendien tweemaal 
door de onbestaanbare cirkelpunten gaat. Bepaalt men nl. de 
snijpunten van de kromme met een cirkel z? + y?*=r?, dan vindt 
men er slechts vier in het eindige; wijl de andere vier in het 
oneindige moeten liggen, gaat de kromme tweemaal door w‚ en we. 

Een andere methode om de meetkundige plaats der buigpunten 
te vinden is de volgende. Wanneer de vergelijking van een 
kromme kan worden gebracht in den vorm 

Und Ur == 0 eee EN (2) : 
waarin 4, alleen termen van den „ie en u: alleen termen van 
den (n—l)ter graad bevat, dan kan men de beide coördinaten 
xv en y uitdrukken in een zelfde hulpveranderlijke. Stelt men 
nl. y=t4 en substitueert men dit in (2), dan verkrijgt men — 
als fay(t) een functie van den graad A in t voorstelt — 


fm) + fan (t) =O 
en dus 
fed One AE 
fa "ST fo 
Door nu t alle mogelijke waarden te geven, verkrijgt men alle 
punten van de kromme door (2) voorgesteld. Zoo gaat de ver- 
gelijking 


iss 


z(r? + y2 — Zar) + Ayla? + y* — 2by)= 0, 


als wij y= {tx stellen, over in 
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(1 HA + 424 MS) a? — 2(a + Abt) 2? =0 


en dit geeft 
mena 4de) Ce Zat dbl) 
MN RL ERP 
Had men oorspronkelijk homogene coördinaten genomen, dan 
zou men gevonden hebben 


x=2(atÂbt®), y= dt(atAbt?), e= 1 + Al + HA, 


| % 
zoo als blijkt, als men in het bovenstaande x en y door _ en E 


vervangt. Voor de regelmaat gaan we met deze homogene coör- 
dinaten verder. 

De voorwaarde, dat drie opeenvolgende punten van de kromme 
op een zelfde lijn liggen, is 


Le 2 
EEN EN NZ ISO 
AGE TAO REE AG 
en dus in 
Za + Ab, Zat + bt, 1 HAHA 
AÀbt , 2aH6Abt?, A++ 3 = 0. 
AAD NEEN mal AOL ns 2 + 64t 
Na eenige herleiding vindt men 
Barn aber SHAt 
D= ADE tan dE EO 
Ab , St , 1 +3 


Deze vergelijking van den derden graad in # doet zien, dat 
elke kromme drie buigpunten heeft. 
Nu is verder 


3a , at , 36 + Abt 3a , at, 3b + (Ab — a)t 
D= Abt ’ (4) ’ Ab + bt == Abt, q ’ bt + (Ab — 4) 0, 


Ab ,SAbt , b + 3Abt Âb , 3Abt, b 
3a , at ,83Ab+Â(Ab—a)t| | 3a , at , 3 (Aba) +1(Ab-—a) 
ibD==l Abt , a , AbtHA(Ab—a) |—| Abt, a , AAD — 4) = 0, 


AS dbt de dd ib „34bt, 0 
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dus ook 
da , at, 3 + 
DEE a (Ib — a)=0, 
Rr 
of 
3a , lt, 3d 10 EN A 
D=(b—a) dd , 1, A f=(b—ajdbt,l, 0 rs0r 
me 0 ast 


Elimineeren we nu uit D=0, y=tr en zA + ÂBy =0, waarin 
A=a*+y*—2ar en B=a?+y? — 2by is, A en t‚, dan vinden 
we de vergelijking van de meetkundige plaats der buigpunten… 

In de eerste plaats wordt aan D=0 voldaan, als 4b — a = 0 
is, of — de waarde voor À uit vA + /By = 0 ingevoegd — als 
bAx + aBy = 0 is. 

Dit geeft Ge 
(o2 + y2) (bx + ay — 2ab) = 0 
en dus 

He Va punteirkel O, , 


bv day —2ab=0. an de rechte lijn 0,0. 
In de tweede plaats is D= 0, als 


DAE zi 3aBay , y , Bay 
bt, 1, 0 ke 0 oft —bAc, ze 
Tee aBzy ‚Sy , Aay 

Deze voorwaarde splitst zich in x°y*=0, 


of 
Le de lijn 0,0, tweemaal, 
UO Re, de lijn 0,0, tweemaal 
en in 
3aABz — ab? — 35ABy + bAy =0, 
of | 
| ax (AB — B?) + by (A° — AB) + (2ax — 264) AB =0, 
of 
— azB (— A + B) — byA (— A + B) + (2ax — 2by) AB =0, 
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of | 
_ 2(ar —byfAB — axB—byA} =0, 
deel. in | 
| ac — by=0..... de rechte lijn O, A, 
en in | 


AB — axB— by A= (a? + 49°}? — 3(ax + by) (x? je y?) + 8abay =0. 


Dit laatste is weer de bicirculaire kromme van den vierden 
graad met dubbelpunt in O,. 


Omhullende der lijn door drie buigpunten. 


Voor de kromme van Hesse vonden we de vergelijking — 


3u + Ay — 2a, Ar + y 7 
H == Aa + y ‚ T+3y—Ub, Aby |=0, 
an : by mA 
of 
H==— (3x + Ay — 2a) by? + 2 (la Hy) abry — 
| — Fx" (rx + 3Ây — Db) =0, 
of : 


H == — a?o? + (242ab — 3147) zy + (2hab — 3A262) vy? — 
— Â3b°y? + 2haby? + Dab? = 0. 

Is nu f=x (2? + y? — Zar) + Ay (2? +y* — 2by)=0 de gegeven 
kromme, dan stellen H=0 en f=0 voor een bepaalde waarde 
van Â twee krommen voor, die elkaar in het dubbelpunt O, 
aanraken. 

Alle krommen uit den bundel H + u7 =0 zullen dus dezelfde 
dubbelpuntsraaklijnen hebben. De kromme H =0 snijdt f=0 
buiten O, in de drie buigpunten. Van de negen basispunten 
van den bundel zullen er zes in O, liggen en de drie overigen 
in de drie buigpunten van f= 0. | 

De drie buigpunten van een C° met dubbelpunt liggen op een 
rechte lijn !, die we door de vergelijking px +qy + r=0 zullen 
voorstellen. Bepalen we nu een kromme uit den bundel H + uf=0 
door een punt S op de lijn /, dan zal deze kromme moeten ont- 
aarden, omdat zij vier punten met / gemeen heeft. Zij zal ont- 
aarden in pr +qy +r=0 en in een kromme C?, die een dub- 
belpunt heeft in O, en in dat punt f/=0 aanraakt. De verge- 
lijking van de ontaarde kromme moet dus zijn 

| (pr + gy +r) (aa? + dy?) = 0. 
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Uit het feit, dat deze kromme behoort tot den bundel H + uf =0, 
of 
(— at + u)? + A(2hab — Ba? + u) v?y + (2hab — 3A2b2 3 p) zy* — 
— AARD? — u) yP + 2 (hab — u) (ax? + Abby?) = 
kunnen we de voorwaarden vinden, waaraan p, q en r moeten 
voldoen, opdat prz+qy gd r=0 de lijn door de buigpunten voor- 


stelt; bovendien kunnen we de waarde van u bepalen, waarvoor _ 
H + u.f =O op bovenstaande wijze ontaardt. Deze voorwaarden zijn 


— + u=ap, 2hab — SAL: + u =dbp, 
M2hab —3a? + u) =ag, -— MAL: — u) =hbq, r =2(Aab — w). 
Hieruit volgt | 
rw 0, BAD — HEEL 
2hab — 3a? + u jan — Â2b? + u 
Drab —(atHA2b)u=(2hab—3a(2hab — 31262) + (4lab —3a—3b212) u, 
(Za? + 24262 — 44ab) u = 12A2a2b2 — 6Âab (at + 1262), 
2(a — Ab)? u = — 6Âab (a — Âb)?, 


en dus ten slotte 


) 


u = — 3hab, 
waardoor we vinden 
aen 
p=— (a +84), 
Ab: es 
qe — 2b — 3ha = — A(Ab +30), 


r == 2(Âab — u) = 8Âab. 


De vergelijking van de lijn door de drie buigpunten van een 
zelfde kromme wordt dus 


(a +36) # +A(3a +46) y — Sabh = 0. 


Door nu uit deze vergelijking en haar afgeleide naar A de 4 
te elimineeren bepaalt men de omhullende van de lijn door de 
drie buigpunten. De vergelijking van deze omhullende wordt 
| (36 + 3ay — Bab)? — 4abry =0; 


dit is een kegelsnede die de x-as en y-as aanraakt in de punten 


($ a, 0) en (O, # 5). 
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Asymptoot en raaklijn in A. 


Voor de lijn, die door twee opeenvolgende punten (v,, y,) 
en (@ +AA, % +AY) van een kromme gaat, geldt de ver- 
gelijking 


Ly IN 
Amr sr Ah pd = 0, 
L , Ji zaldl 


2 (a + Abt?) 
1 HA 4 E24 AS 


Substitueeren we hierin de waarden «, = 


2t(a + Abf2) 
1 + AlHE2 + AS 
king van de raaklijn aan een kromme uit onzen bundel 


en y, = ‚ dan vinden we als algemeene vergelij- 


6a + Abt , Aat ‚ 32+ 
Albt _, 2a+6hb?, 14+UHUR |_0...(3). 
% ) y ) 


Deze lijn is bepaald, zoodra t en daardoor het raakpunt ge- 


geven is. 
(a + Ab) 2t(a + Abf2) 
mie tl daden DEN de 
(LE Ee Ee ADA) 


parameterwaarde van het bestaanbaar punt in het oneindige 


ziet men, dat de 


| 
l= — , moet zijn. Om dus de vergelijking van de asymptoot 


te verkrijgen, dient men in (3) deze waarde van t in te voegen. 
Dit geeft 
6aÂ2 +25, —4aA , +1 


— 4bÂ , 2ai46b, A2 +1 = 0, 
% E y ’ l 


„of 
6aÂ2+2bA , — 4aÂ ‚M+1 6al+2b , —4aÂ ,A2H1 
—(6GaÂ2+651), 6al+6b, O0 |= [|—(6aÂ465), 6(al+5) , 0 ze 0, 
x f y Neck x 4 Ay ‚À 
of 
(al Hb) , —4ah, +41 
OOo er Alg, 


AL : 
a (ah +5), A21 
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Dus is de vergelijking. van de asymptoot 
13 + A(a — Za) + My — 25) +4 =0. 
De omhullende van deze lijn verkrijgt men door 4 te elimineeren 
uit deze vergelijking en haar afgeleide 
Syl — 2x — 24) Hy—2b=0 
naar Â. Door de vergelijking der asymptoot met drie te verme- 


nigvuldigen en van deze de met 4 vermenigvuldigde nieuwe verge- 
lijking af te trekken vindt men [ 


(x — 2a) A2 + 2(y — 25) + 3x = 0. 
Elimineeren we nu / uit de beide kwadratische vergelijkingen 
volgens de methode van SYLVESTER, dan vinden we voor de om- 


hullende een kromme van den vierden graad voorgesteld door 
de vergelijking 


By: :, Www a) yd , Ò7 
x—2a, 2y —2b), 8v À 0 EE 

ORGELS 3y ‚ 2e —2a), Yy —i2b 

0  z—2a , Uy —2W), 3x 


Reeds vroeger (pag. 8, sub £) hebben we gezien, dat de omhullende _ 
van de asymptoot van de derde klasse was. Ook hier blijkt dit 
uit de vergelijking 4% + Ax — 2a) + Ay — 2b) +4x=0, die van 
den derden graad in 4 is, waaruit volgt, dat drie krommen uit 
den bundel een asymptoot hebben gaande door een bepaald 
punt (,, 4). 

Bovendien kunnen we nog de tangentiëele vergelijking afleiden 
van de omhullende. Schrijft men 


Ny + Ae — 20) + Ay — 2) Hr=0 
in den vorm 
+ +k +Iy— 2i(da + b)=0, 
dan’ ziet men dadelijk, dat ux + voy =:1 een raaklijn aan de om- 
hullende zal zijn, als 
| shheak MA +1) 
MENEN TR 
is. Elimineert men Â uit deze twee betrekkingen, dan vindt men 
als SDE vergelijking 


_2Zuv (av + bu) = U? + Oe 
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Deze vergelijking is van den derden graad in w en v; derhalve 
is de omhullende van de derde klasse. | 

Uit de Prücker’sche vergelijking m =n(n — 1) — 2d — 3k 
volgt — in aanmerking genomen dat het aantal dubbelpunten 
(hetzij gewone of keerpunten) op zijn hoogst drie is — , dat een 
kromme van den vierden graad en van de derde klasse dee keer- 
punten moet hebben. | 

Even als een kromme van den derden: graad met drie buigpun- 
ten één dubbelpunt heeft, zal een kromme van de derde klasse 
met drie keerpunten één dubbelraakliĳjn moeten hebben. Daar 
nu in de vergelijking 2uv (av + bu) = u? + v? de bekende term 
en de termen van den eersten graad ontbreken, zal de lijn w — 0, 
v=0 dubbelraakliĳjn aan de kromme zijn. De lijn in het 
oneindige is dus dubbelraaklijn. Geeft men een kromme met 
dubbelpunt in den oorsprong door haar vergelijking in puntcoör- 
dinaten, dan stellen de termen van den tweeden graad, gelijk 
nul gesteld, de dubbelpuntsraaklijnen voor. Zoo zal hier u? + v?= 0 
de raakpunten op de dubbelraaklijn voorstellen; u + w=0 is 
de vergelijking van de beide onbestaanbare cirkelpunten, die dus 
de raakpunten zijn. 

Bij de kromme van den derden graad met een dubbelpunt 
liggen de buigpunten op een rechte lijn. Bij een kromme van 
de derde klasse met een dubbelraakliĳn gaan de drie keerraak- 
lijnen door een punt; dit punt zullen we zoeken. 

Een keerpunt is een punt op drie opeenvolgende raaklijnen ; 
de voorwaarde, dat drie opeenvolgende raaklijnen door een zelfde 
punt gaan, is 


Uk UE 
AU, A; 0 =.0); 
Ae AND Eer) 


Evenals we vroeger x en y in een zelfde hulpveranderlijke ? 
hebben uitgedrukt, zijn w en v hier rechtstreeks in Â gegeven, 
Substitueert men 


LEE 
> 2(dab)' _ 2(ha tb) 


in bovenstaande vergelijking, dan vindt men na eenige herleiding 
2 
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1, A2 41); al? 4 254 
dh SET 


of nog eenvoudiger 


LAS ondelk 
Ao ERLE 0 =0, 
A0 


d.i. j 
bA3 — Sal? — 3bA La =0. 


Invoeging van een der wortels van deze derdemachtsvergelij- 
BRO Ee eeft on 55 ie 
lat rard 8 s een der 
drie keerraaklijnen. Anders gezegd: de waarden van /, die aan 
deze vergelijking voldoen, verschaffen ons uit den rechthoekigen 
bundel die krommen, wier asymptoot keerraaklijn is aan de om- 
‘hullende van de asymptoot. Door Â is een kromme bepaald, 
door de kromme is de asymptoot gegeven,en omgekeerd; elke 
asymptoot heeft dus haar /. De algemeene betrekking, die er 
bestaat tusschen de drie waarden Â der asymptoten, welke door 
een willekeurig punt (x, y) gaan, is 


ly + Ha — 24) 4 Ay —2b) +40 =0. 


Kunnen we nu x en y zóó bepalen, dat deze betrekking over- _ 
gaat in ANR 


king in A in u= 


DA® — 3aÂ* — 30 +a=0, 


dan hebben: we het punt gevonden, waardoor de drie keerraak- 
lijnen gaan. Dit geeft de voorwaarden 


Vik 2 — 2a je Dh 


== —_ 4 © 
Horsten Ba eeb ee ee 
aan deze voorwaarden wordt voldaan door x=ha, y=}b. De 


drie keerraaklijnen gaan dus door het middelpunt van den negen- 
_puntscirkel ec, Om nu de drie keerraaklijnen door het punt N 
(fg. 5) te construeeren, zouden we door N en A, lijnen moeten 
trekken, die antiparallel zijn ten opzichte van O,O, of O,A, en 
elkaar snijden op c‚ Hier stuiten we op het verdeelen van 
den cirkelboog M,R M,, in drie geliĳke deelen; dus is de.con- 
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structie onmogelijk. Stellen we ons voor, dat we R hadden 
gevonden door óg MRM, ,, S door 5g O,SC en T door 
bg M‚;A,M3 in drie geliĳke deelen te verdeelen, dan kunnen we 
nog opmerken, dat de drie keerraaklijnen NR, NS en NT elkaar 
onder hoeken van 120° zullen snijden. Immers 


ZTNR = 180° — (3 bg M „AM, + 4 bg MRM.) = 
— 180° — 4 x 180° —= 1209, | 
ZSNR = 90° + (4 bg M‚‚RM,5 + 4 bg O,SCO) = 
— 90° HL X 90 — 1209. 

De kromme is dus de bekende hypoeycloïde van STEINER. 

De meetkundige plaats van het snijpunt van een-kromme met 
haar asymptoot vindt men door Â te elimineeren tusschen 
Ay H- M(r — 2a) HA (yY — 2) H4=0 en vA H+ AyB=0, d. i 
a (a? + y? — 2aa) + Ay (a? + Y* — 2by)=0. Voegen we in 


J.N 
de eerste vergelijking voor Â de waarde — in, dan komt er 
y 


WeAS xA2 zÀ 
En DS fd ge 

of | 

— 23 Ay + BA? (w — 20) — vÂy?B(y — 25) + 2y?B3 = 0, 
of f | 

— a? A3 + 1? A?B — 2ax AB + 2 AB? — Y?AB? 4 42B? = 0, 
of 

z2A°(B — A) — 2axA?B + 2byAB? + 4°B2(B — A) =0, 

of 


z2A2 (Zar — 264) — 2azA? (2 y2— 2by) + 2byB2 (22 Hy? — Zar) + 
+ y°B? (2ax — 2by) =0, 

of | | rde 
— bay A? — ZaryzA? + 4abry A? -2byzB2—4abryB24-2ary2B2=0, 
di ek gws 
x—=0,y =0, 2ba (B? — A2) + 2ay (B2— A2) — 4ab (B2 — A2) =0, 
of 

2(br day — 2ab) (B — A) (B + A) = 0. 
Rechte lijnen, die tot de meetkundige plaats behooren, zijn dus 
x=0, yY=0, br Hay —2ab=0, en B—A=0, of ax—by =0. 


Bovendien vinden we A + B=0, of 4? +42 — ax — by —=0, of 
g% 
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in anderen vorm #(v—a)+y(y —b)—=0. Deze laatste verge- 
lijking is die van den negenpuntscirkel. 

Voor de algemeene vergelijking van de raaklijn hebben we ge- 
vonden (pag. 15) 


6a + 21bt2 , Aat ‚ 3-2 f2 


dbi, Dat BAR, MAL UHUË I= 0 (GR 
% ) y ’ l 
De parameterwaarde van het punt A, is f = zi we voegen 


deze waarde in (3) in en vermenigvuldigen met 6% Dan komt 
er achtereenvolgens 


er Gabat 214 Ds 4a*b ‚ 3b2 + ab + 0? 
4Adab? ‚ Zab* + 61a2b , Ab? + Za + a? |=0, 
ús 4 y ó 1 
65 + da , 4a _, 362 WUab + a? 
4/b ‚ 2 6la , 162 + 2ab + 3ha? | — 0, 
9 8 y 3 ab 
6b4-2a 4a 362 + lab + a? 
— 2b — a, 2b + 2a), — 216: + 2ab — ab Ha? | 0, 
x 5 y 3 ab 
6b+-24a Aa _, 3(b2 — 42) + 2hab 
— 2(b+Aa), 2(b Ha,  —2Ub(b HAa) |=0, 
0 ns a(b —) 
6b4-2la, 4a, 3(b2—a®)H21ab 2b , 2a, (b2—02) 
Ne ee RO Ka ib =O Arin da 
Bir U Gb v, Ys, ab) | 


Deze laatste determinant uitwerkende vindt men voor de raaklijn 
in À, | 
(b2 — a) # + 2ab (y — b) + Af(a? — by + 2ab (xr — al = 0. 
Eliminatie van 4 uit deze vergelijking en _ 
&(@? Hy? — 20e) Hy (a? Hy? — by) =0, a 
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of Ax + 4By= 0 geeft als vergelijking van de meetkundige plaats 
der snijpunten van de raaklijn in A, met de kromme 


EE — a) + 2ab(y— DFB = Ha — Uy + 2ab (e —a)} Ar, 
of 
(bx + ay — 2ab) (byB — axA) + (ayB + bxA) (by — ax) = 0, 
of 
(Ox + ay — 2ab) (by — ax) (@° + y* — Zar — 2by) + 

+ (bx + ay — 2ab)(by — ax) (#° + 42) = 0, 

of 
(be + ay — 2ab) (by — ax) (o° + y° — Zan + 2° + yY2— 2by) = 0. 
De meetkundige plaats bestaat dus uit 
de rechte lijn 0,03 == bx + ay — 2ab —= 0, 
de „ OA, = by —ar=0, 

en de negenpuntscirkel 22+ y? — 2ax 41? +y*—2Wy=AdB=0. 


De negenpuntscirkel snijdt de krommen van den bundel in zes 
punten nl. in O, (tweemaal), A,, w‚ en w, en bovendien in een 
bewegelijk punt P. Door dit punt P gaan dus de raaklijn in A, 
en de asymptoot. Een andere wijze om aan te toonen, dat de 
asymptoot en de raaklijn in A, door hetzelfde punt van de kromme 
gaan, leidt men af uit de voorwaarde, waaraan drie punten moe- 
ten voldoen, opdat zij op een zelfde rechte lijn liggen. 

Een rechte lijn px + gy + r — 0 snijdt de kromme in drie punten, 
waarvan de parameterwaarden voldoen aan de vergelijking 


2p (a + Abi) + 2q (at + Abt) Hr (1 + At + 2 HM) =0, 
of 
(2q4b + r4) t° + (2lpb + r)t? + (Zag +ri)t + (Zap + r) =0. 
De drie wortels t,, t‚, f, van deze vergelijking geven de drie punten, 
die op de lijn px + qy+r==0 liggen. Nu is, als men 
bbl — S3, bla Hbolg dhl =S bh hts, 
stelt, 
EE Zap Hr 24 td krik 2phb + r 
ORN De) ee ebr) drie A(24B-G). 


Hieruit vinden we 
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| en en zt (Abs, — AS), 
… Âbsy—= a — Â*bs, + ads, , 
Ab (85 + Â83) —=a (1 + Às}). 
De voorwaarde, dat drie punten in een rechte liggen, wordt dus 
hb Blo + boto HF btg H Abbot} = all + AL Hbo + bo)}. 


Worden nu twee waarden tf, en ft, aan elkaar geliĳk, dan wordt 
de rechte lijn raaklijn aan de kromme en is f; het tangentiaal- 
punt van f (— f). | 
„De parameterwaarde van het tangentiaalpunt van het bestaan- 


baar punt in het oneindige be — T vinden we-dus uit 
god Hatlafita- tl, 
AE 
of 
aÂt + bÂt = aA + b. 
‚Dus is 
aÂ J- b 1 
Take 


Op dezelfde wijs vinden -we voor het tangentiaalpunt van 


a 
A k = a weer 


nEatnng jee 


1 En 25 — Jt) 
of 
en Re 
Bd 
Wij zien dus, dat A‚ en het bestaanbaar punt in het onein- 
dige hetzelfde tangentiaalpunt hebben. De raaklijn in A, en de 
asymptoot snijden elkaar dus op de kromme in het punt ben : 


Om nu nog de meetkundige plaats van de genoemde tangen- 
tiaalpunten te verkrijgen, moeten we / elimineeren uit 


y=tr of y= en ZA + AB —0; 
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dit geeft 
zA + „B=0, of A + B—=0, 


of 
nrd y? — Zar +? Hy* — Wy —=0 (negenpuntscirkel). 


Brandpunten. 


a. Het afzonderlijke brandpunt is het snijpunt van de raaklijnen 
in w, en wa. 
‚Voor de vergelĳĳking van de raaklijn in een punt 4 hebben 
we gevonden 


6a + 2bt , Aat ‚384 Att 
4Nbt \ °° Za 6Ab2 t AHU | =O. (3) 
% ) y ) l 


De parameterwaarden van de punten w, en ws zijn, zoo als 
2 (a + Abt?) N 2t (a + Abt”) 

n enn NE eN 

EE (AE) 


eis 


blĳkt, 441 en 


Voegen we nu j voor t in (3) in, dan vinden we voor de raak- 
lijn in w, achtereenvolgens 


LEO RRD 
Aita Wo biesen 


xc f y S eet 
HEN PED) PE EEN ESET 
Badell Babi, 0 —=0, 
% ) y » 1 


Bash taire Ee 
Ee le 0 0 


of 
2 (—1—ü) H(A) y Ha db == 0. N 
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Eveneens vinden we o(— 1 + i4) + (i +A)y Ha —Ab=0 voor 
de raaklijn in w‚. 

Lossen we uit deze beide vergelijkingen de # en y op, dan 
vinden we voor de coördinaten van het afzonderlijk brandpunt F 
a—Âb  ___ _… A(a—4b) 

TE 1 + 42 

Substitueeren we deze waarden voor # en y in de vergelijking 
v(a —a) + y(y —b) == 0 van den negenpuntscirkel, dan wordt 
het eerste lid identiek nul; dus ligt het punt F op den negen- 
puntscirkel. 

De raaklijn in A, voorgesteld door 

(D2 — 4”) xv + 2ab (y — b) + F(a-— b5)y + 2ab (2 — a)}=0 
(zie p. 20) heeft tot richtingscoëfficiënt 

_(b2 — 42) + 2abÂ 
Ma? — 62) + 2ab' 

2ab? 2a?b 

az + b2 ) a? + b2 


nne 


terwijl de coördinaten van ÁA, door en die van 


a — Jb Â(a — Jb) 
IFR 148 
gelijking van de lijn AF 


F door 


zijn voorgesteld. Dus is de ver- 


2ab? 2a2b 
EE OBE 
a — Âb Ja? — Â(a — Âb) 2a°b 
Lee ER en EB 


en vindt men voor de richtingscoëfficiënt van deze lijn bij ver- 
dere uitwerking 


1(a? — b2) + 2ab 
(62 — a?) + 2abh ’ 


hieruit blijkt dus, dat de raaklijn in A, en de lijn A,‚F' loodrecht 
op elkaar staan, of m.a.w. het afzonderlijk brandpunt ligt op den 
negenpuntscirkel diametraal tegenover het tangentiaalpunt van A, 
of van het bestaanbaar punt in het oneindige. 


B. De gewone brandpunten zijn de snijpunten der raaklijnen, die 
men uit w‚ ep w, aan de kromme C;? kan trekken. 
Alle lijnen door w‚ kunnen we voorstellen door de vergelijking 
yiiv=r, die door w‚ door de vergelijking y — in —=r. 
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Voor welke waarden van 7 zal nu een dezer lijnen raaklijn 
zijn aan C°? 
Om dit nader te onderzoeken substitueeren we 
2(a + Abt?) Ee 2t (a + Abt?) 
tn) its AIO OC Ute Al) 


voor # en y iny+ ir—=r; dit geeft een derdemachtsvergelijking 
in é, waarvan de wortels ons de parameterwaarden der drie snij- 
punten van y+iv=r en C° verschaffen; een dier wortels zal 
natuurlijk == — % zijn. We vinden 


t (Za + 24bt2) +1 (2a + 24562) =r (1 +2) (1 +40), 
of 
(EH 4) (Za + 2D) =r (1 + lo) (1 + 4), 
of 
2a J UbP=r (1 — it) (1 HA), ...(tHi=0), 
of met voorbijgang van t—= — 
(2Ab — rl) 2 — (r — úrÂ) tl + (Za + úr) = 0. 


Opdat y +4 iv ==r nu raaklijn zij aan C°, zal deze vierkants- 
vergelijking in 4 twee gelijke wortels moeten hebben; voorwaarde 
hiervoor is 


r2(1 — A)? = 4 (Za + dr) (24b — Ar), 
of 
ra (1 + 14)? + 8Â (a — bi) r —= 16abÂ. 

Elimineeren we nu de 7 uit deze vergelijking en y + iv =r, 
dan krijgen we de twee raaklijnen in w‚. Op dezelfde wijs kun- 
nen we handelen met y — ix =r. De vier brandpunten worden 
dus bepaald door de volgende vergelijkingen 

(1 + 4) (Y2 — 1* + Zizy) + 8Â (a — bi) (y + dw) = 16abÂ, 
(1 — 0)? (9? — a? — Ziry) + 81 (a + bi) (y — dw) = 16abÂ, 
of in anderen vorm gebracht 
(y2 — 25) (1 — 42) — Ahoy + Saly + SbAr — 16abÂ + 
Hij 21" — td 21 — A) vyd 8 (av — by) =O, 
(y° — 22) (1 — 12) — Aloy + Saly + 8bAr — 16alÂ — 
— Ù2Ay" — rt H 2 — AP) ry + SA lan — by) } == 0. 
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Aan deze beide vergelijkingen zal worden voldaan door die waar- 


den van x en y, welke voldoen aan 
gr?) (1 — 12) — Aloy + Saly + Shia — 16abh =O... (4), 
Dy" — ar? +2(1 — A) ay +8 (an — by) =O... (5). 


Lossen we dus uit deze beide laatste vergelijkingen x en y op, 
dan vinden we de coördinaten der vier brandpunten. 
We brengen (4) en (5) eerst in den vorm 


— (1 A) (2 Hy? — Ab) + (— 2 + 46) [a — (1 42) Aal=0 


ha? Hg? — 4by) — [Aa — (1 — My — Aal] =0 


en zien, dat aan beide vergelijkingen wordt voldaan, zoodra 
ay? — 4by=0 en Wz — (1 — 1) y — Aa =0 is. 
Vervolgens nemen we (4) en (5) in den vorm 


(1 — 42) (a° + 92 — Aaa) — (2e — 40) [(Ì dege 2y — 4] —=0, 
— Â (a? 4 y2 — Aar) + 4y [(1 — 12) 2? + 2 — 410] —= 0; 


dan zien we, dat aan beide vergelijkingen ook wordt voldaan, zoodra 
dy — den en (1 — 19) + 2y — Ab =0 is. 

Noemen we nu de brandpunten f, /5, f3, fa; dan vindt men 
dat f, en fa de snijpunten kunnen zijn van den cirkel voorgesteld 
door 2 + y* — 4y = 0 met O, tot middelpunt en 0,0, tot straal 


en de door O, gaande rechte lijn 24 — (1 — 42) y — Aad =0, ter- 


wijl fs en f, dan liggen op den cirkel 2? + 4? — in met 
O, tot middelpunt en 0,0, tot straal en de door O,; gaande lijn 
(142) 2 H 2 — Alb — 0. 


2Â 
De richtingscoëfficiënten der lijnen ff» en f5f4 zijn ï 


2 
== ne, ‚ derhalve staan deze lijnen loodrecht op-elkaar. 

Als de brandpunten f, en f, bestaanbaar zijn, zullen /} en £ 
onbestaanbaar zijn, zooals op de volgende wijs analytisch blijkt. 
De coördinaten van f en f, voldoen aan de vergelijkingen 
vd y —Abr=0 en Ur — {1 —ÂP)y — Aah —=0. Drukken we 
_x met behulp van de laatste vergelijking in y uit en substitu- 
eeren we die waarde in de eerste vergelijking, dan ontstaat de 
vierkantsvergelijking 


(LH A2)? H BAI — A2) a — 2108 + 160242 = 0. 


Â2 


en 
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De wortels van y zijn bestaanbear en dus ook de punten #/, 
en /,, als 


16/2 (1 — 42) a — 2D} > 16042 (1 + 12)? 
is, of vereenvoudigd, onder de voorwaarde 
1(B + Aa) (Ab — a) >0. 


Op dezelfde wijze vindt men voor het bestaanbaar zijn van 
fz en f, de voorwaarde 


(6 H- Aa) (Ab — a) < 0. 
1 
Vervangen we Â in (1 — 42) + 2y — Ab —=0 door — 7 
dan gaat deze vergelijking na vermenigvuldiging met 4? in zich 


zelf over. Evenzoo de vergelijking 2x — (1 — Â*y — 4aÂ = 0. 
Hieruit blijkt, dat de krommen 


(a? Hy? — Zar) + Ay (a Hy —Wy)=0..... (6) 
en 


Aa (a? Hy — Zar) — ya dy — y=... (7) 


dezelfde brandpunten hebben en dus confocaal zijn. 
De raaklijnen in O, aan (6) worden voorgesteld door 


qQ 


- 
ax® Abby" =0, of == tE EN 
Teek Db 


eveneens de raaklijnen in O, aan (7) door 


| y Âa 
Aax® — by =0, of — = + Een. 
Jar’ — =O, of V+5 


Derhalve zal de confocale van een kromme met knooppunt een 
kromme met een geïsoleerd punt zijn en omgekeerd. 

We zullen nu nog de raaklijn in de punten O,, O, en A, be- 
palen, om te zien onder welke hoeken twee krommen elkaar in 
die punten snijden. Uit de betrekkingen 


2 (a + Abt?) __2t(a + MP) 
reen iden TT: 
volgt, dat de parameterwaarde van het punt O, (w —= 2a, y —= 0) 


zal zijn {— 0, die van het punt O3 (w = 0, y —= 26) daarentegen 
É == OO . 
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De vergelijking der raaklijn in O, verkrijgt men door #—= 0 
te stellen in de op pag. 15 gevonden vergelijking (8). Zij 
is dus 


Oan 
0 , 2a, Al—=0, of + Ay = 2. 
EK td 


Stelt men op dezelfde wijze in den determinant {== wo, dan 
verkrijgt men de vergelijking der raaklijn in O, in den vorm 


DIG RT 
0, UW, Al=0, of # Jy == 2. 
Lv , MA 


Wij hebben nu dus gevonden voor de vergelijkingen der 
raaklijn’ in Ofsssd dd A Dn 
E in Os .... ed Ay ==, 
asymptoot . .. Â% + Â* (aw — 2a) + Aly — 2) Ho —=0. 


Deze drie lijnen loopen evenwijdig, omdat de richtingscoëfficiënt 
1 
bij alle — DE is. Verder heeft de raaklijn in A, tot vergelijking 
(52 — 4%) # + Zab(y — b) + Ala? — by + ab (a — at = 0; 


(b2 — a®) + Za 
Â (a* — b2) + 2ab 


van de lijn A,O, klaarblijkelijk 5 is. Zijn V, en V, de hoeken, 


dus is haar richtingscoëfficiënt — ‚ terwijl die 


die de raaklijnen in O, (of O}) en in A, met O,A, maken, 
dan is dus 
aA + 6 a) +4 b 
t == er 

8 V, TRE a — Âb 
Derhalve zijn de raaklijnen in A, en in O, (of O}) antiparallel 
met betrekking tot O,A, of 0,0. Twee willekeurige krommen 
uit den bundel snijden elkaar in O,, O; en A, onder gelijke 
hoeken. 

Twee confocale krommen C; en C‚/ snijden elkaar in die drie 
punten rechthoekig. Immers de richtingscoëfficiënten der raak- 


1 
lijnen in de genoemde punten aan deze krommen zijn door — ER 
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en — „ voorgesteld; zijn de krommen nu confocaal, dan is 4; 
1 l 1 

= — > en daaruit volgt, dat het product van em 

lijk — 1 is. 


Omdat twee confocale krommen elkaar in A, rechthoekig snijden, 
valt het afzonderlijk brandpunt van C; samen met het tangentiaal- 
punt van A, bij C;’; de afzonderlijke brandpunten van C; en C;’ 
liggen diametraal tegenover elkaar op c„. 


Voortbrenging der krommen. 


Met behulp van de inversie hebben we afgeleid, dat elke 
kromme uit den bundel op twee wijzen de omhullende is van 
cirkels, die hun middelpunt hebben op een parabool en een vas- 
ten cirkel loodrecht snijden. We zullen nu trachten langs ana- 
lytischen weg tot hetzelfde resultaat te komen. 

We nemen de vergelijking van een kromme C? weer in den 
vorm 

x (a? dy? — Zar) J Ay (at +2 — by) =0..... (1) 
en stellen door 
Lidy pt Agy ds. (8) 
den cirkel voor, die het punt (p, q) tot middelpunt en 
r=Vp? +4 q? — 4s tot straal heeft. 

Deze twee krommen zullen zes punten gemeen hebben; twee 
van deze liggen in het oneindige in de onbestaanbare cirkelpun- 
ten w, en w. De vier overigen kunnen we bepalen door de 


waarde van 2? 4? uit (8) in (1) te substitueeren, waardoor we 
vinden 


© (pr J 2gy — As — Zar) + Ây (2px + 2qy — As — by) =0, 
of in anderen vorm 

pa)? dlg —b)y* + (q + Ap) zy — 2sr — sy —=0 . (9). 

De coördinaten der vier snijpunten verkrijgt men door z en y 
op te lossen uit (8) en (9). Hierbij verschijnen deze vier punten 
dus als de snijpunten van een cirkel en een kegelsnede, m.a.w. 
als de basispunten van een bundel van kegelsneden, dien we 
kunnen voorstellen door de vergelijking 

pa)? tlg — by? + (q + Ap) zy — Zoer — sy + 
Hul? H+? — pe —2qy H4s)=0....... (10). 
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Als de snijpunten van (8) en (9) twee aan twee samenvallen, 
als dus de cirkel C? in twee punten aanraakt, zal (10) een bun- 
del krommen voorstellen, waarvan de basispunten twee aan twee 
samenvallen. Hiervoor is noodig en voldoende, dat er in dien 
bundel een kromme voorkomt, die bestaat uit twee samengeval- 
len rechte lijnen. Een kegelsnede zal ontaard zijn in twee sa- 
mengevallen rechten, als er door een willekeurig punt P drie 


rechte lijnen gaan, die met de kegelsnede twee samengevallen _ 
snijpunten opleveren. Voor dit punt P kan men den oorsprong, - 


voor de drie rechten kan men de lijnen x = 0, y =0, # =y aan- 
nemen. Voor y=0, #=0, z==g gaat (10) achtereenvolgens over in 
Pua)? — (upd set 4us=0, 
(Aq + u — Ab) y? — 2 (ug +Âs)y + Sus =0, 
Pt) tul) (gts uw ts) 
+ (uq + As) tr + As =0. 
Hebben nu deze vergelijkingen van den tweeden graad alle drie 
twee geliĳke wortels, dan zal in den bundel een in twee samen- 
gevallen rechten ontaarde kromme voorkomen. De voorwaarden 
hiervoor zijn | 
4us(pt u — a) = (up +8}, 
4u(dq + u —Âb) — (ug + Âs)?, 
(P+ u a) + (Àg + u — 46) + (q + A0)S 48 = 
‚=p +8) + (ug + À5)}? 
Voor de derde voorwaarde kan men in verband met de beide 
anderen ook > | 
2us (q + Âp) = (up + 5) (ug + Js) 
aannemen. Alles rangschikkend naar afdalende machten van u 
vindt men | | 
(p? — 48) u° — (2ps — 4as)u Js =0, 
(q° — 45) u? — (gs — Ahbs) u + Â2s2 = 0, 
pq? — Ss (Ap +) u + As2 =O, of (pu — 5) (qu — Às) = 0. 
Elimineeren we nu u uit deze drie vergelijkingen, dan vinden 
we de voorwaarden, waaraan p,q en s moeten voldoen, opdat 
de cirkel (8) dubbelrakend wordt aan (1). Deze eliminatie. voert 


men het:eenvoudigst uit door u: uit de derde vergelijking op te 
lossen en de verkregen waarde in de andere vergelijkingen in te 
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voegen; aangezien uit de derde vergelijking voor u twee waar- 
den volgen, zal men tweemaal twee voorwaarden vinden voor 


p,g en s. 
erste geval. We hebben 


s 
Pu —-S=0, ORD 


nd ee EE 


2 
(q° — 43) Et — (2Ags — 4Âbs) 5 + Â2s* == 0. 


Door verdere herleiding vindt men 
—stap=0, Ap? + 92 — pg — As + Albp = 0, 
of 
— 8 +ap=0, Ap? + q* — pg — Ap (a — Âb) =0, 
Nu stelt 
Ap? + q* — WUpq — Ap (a — M= 0 
een parabool voor, die de y-as in O, aanraakt, terwijl s — ap — 0 
of p? Hg —r? — 4ap=0 aanduidt, dat de reeks van cirkels, 
waarvan de gevonden parabool de meetkundige plaats der mid- 
delpunten is, den cirkel [O,] met de vergelijking z° + y° — 4aa =0 
loodrecht snijden. Het vierkant van den afstand der middelpun- 
ten is nl. steeds gelijk aan de som der vierkanten van de stralen. 


Tweede geval. Hier is op overeenkomstige wijs 


tent 
q 


Aas. Âs 
(g° En 4s) 2 — (2Âgs — sg Ag 0, 


202 1 
(p? — 45) ein — (2ps — da) Het=0, 
q 


Door verdere herleiding vindt men 
— s Hog =0, Ap? H q° — 2pg — AAS + 4adg =0, 
of th AE AP | 
—s+hg=0, Ap? + q° — pg J- Hg (a — 15) =0. 


32 


De kromme 42p? + q? — 2hpq 4 4Âq (a — 15) —=0 is een para- 
bool, die in O, de z-as raakt, en s — bg = 0 of p2Jg*—r?— 46q=0 
duidt aan, dat deze tweede reeks van cirkels den cirkel [O,] 
met de vergelijking 22 + 42 — 4by — 0 loodrecht snijden. 

We hebben dus gevonden, dat er twee reeksen van cirkels 
zijn, die C? in twee punten aanraken; de cirkels der eerste 
reeks hebben hun middelpunten op een parabool p,, die de y-as 
aanraakt in O,, en snijden den cirkel [O,)] loodrecht. De cirkels 
der tweede reeks hebben hun middelpunten op een parabool p,, 
die de z-as aanraakt in O,, en snijden den cirkel [O;] loodrecht. 

We onderzoeken verder de beide deterenten p, en p„, voor- 
gesteld door de vergelijkingen 


pz == Ar? — Dhay? Hy? — Ar (a—Âb) = 0, 
pz == Ar? — 2hry + y* + ly (a — AD) = 0. 


De richting naar het oneindig ver gelegen punt, d.i. de 
richting van de as, is bij p, en p, beide bepaald door 
— de +y=0, of y=dz. De assen loopen derhalve even- 
wijdig. | 
Laat men uit O, een loodlijn neer op de as, dan vindt men 
als tweede snijpunt met p, en py hetzelfde punt 


EAO 0) OD) 


LEDE 


Hieruit blijkt, dat de assen samenvallen. De vergelijking van 
de gemeenschappelijke as wordt 


21 (a — Ab) 9/2 (a — 4b) 
LED 
of 
a | 
vlet Si =O (11). 


Het brandpunt van een parabool ligt op een lijn door een wille- 
keurig punt der kromme antiparallel aan de richting der as met 
betrekking tot de raaklijn in dat willekeurig punt. Het brand- 
punt van beide deferenten moet dus liggen op de lijn 


De parabolen zijn dus confocaal. 
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De coördinaten van het brandpunt vindt men uit (11) en (12); 
ze zijn 
a — Jb Orde 20) 
Ee RNC 


Dit punt ligt op den negenpuntscirkel, waarvan de vergelijking 
ve —a)dy(y —b)=0 is (zie pag. 20), en valt samen met 
het afzonderlijk brandpunt van C° (zie pag. 24). 

De gewone brandpunten van C° vindt men hier als snijpunten 
van de deferenten met de bij deze behoorende richtcirkels; het 
zijn de puntcirkels, die de kromme in twee punten aanraken. 

De snijpunten van 


Mt 24) Aat en Amert Boy tyd — Ar (a Âb)— 0, 


die niet in den oorsprong liggen, zijn dezelfde als die van 
y° + (w — 2a)* = 4a* met de rechte lijn (42 —- 1) —2ly— 20) =—=0. 

Voor de twee andere brandpunten vindt men op dezelfde wijs 
de snijpunten van 


2 H (y — 2 —= 402 en (A2 —1) y 4 U (@ —2a) =0. 


Even als vroeger zien we dus, dat twee brandpunten liggen op 
[O,] en een rechte door O,, de twee andere op [O,] en een 
rechte door O,. 


Richtlijnen. 


Een richtlijn is de verbindingslijn van twee punten, waarin 
een kromme door een zelfden punteirkel wordt aangeraakt. Uit 
bovenstaande afleiding van dubbelrakende cirkels ziet men ge- 
makkelijk, dat de verbindingslijn der raakpunten van een dub- 
belrakenden cirkel moet samenvallen met de in twee samenval- 
lende lijnen ontaarde kromme uit den bundel (10) (pag. 29). 

Om derhalve de richtlijnen te verkrijgen, die bij de brandpunten 
Ji en f, op den cirkel [O,] behooren, hebben we (zie het eerste ge- 
val op pag. 31) u te bepalen in a, b, Â uit de volgende vergelijkingen 


per 20de (2 — Dj — A — 2) 0, dem" 


waarvan de tweede in (p,q) als (x,y) cirkel [O,] voorstelt, de 
derde uit deze en de vergelijking van den deferent ontstaat en 


de vierde aanduidt, dat de straal des epicykels nul is. 
3 
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P+ 
Derhalve wordt u —= DE? terwijl p en q dan moeten worden 
opgelost uit de tweede en derde vergelijking. 


hak en 
dp 
Voegen we deze waarde van u in de vergelijking (10) in, dan 
gaat deze over in 
(p—a)r +A(q —b)y* +(q + Ap) ry — 2sx — sy + 
dal? gt — pe — 297 + 45) =O, 


Uit de tweede vergelijking volgt a. Dus wu 


of 
£ 5 | pH q° 
pr?{g — (Ab — a)5y2 +(q +Ap) zy — 2 i (aw + Jy) — 2apr — 
4 — Zagy + 4a (p? +97) =0, 
of 
Ap?a?d Afdg — (Ab — a) Spy2t Ap (q + Ap) zy — p (P°d 9 Hy) — 
— 8ap?r — Sapgy + 16ap? = 0. 


Neemt men echter de beide betrekkingen in pen gq in aanmer- 
king, dan gaat deze vergelijking over in 
apr + Ap + 0)" + Ap Ap +9) op — Baply —Bapgy — 
— 16ap*z + 169°p? =0, 
of 
Ap?a? + (Ap + gy? + 1602p? + Ap (Ap + q) zy — 16ap?x — 
— Bap pt g)y=0, 
of 
[ape HA +9) y — tap =0. 

De twee richtlijnen l, en J, hebben dus tot vergelijkingen 
2e + (Ap, +9) Y — Aap, =O, 2p,a + (Ap, + 9) 7 — Aap, =0, 
waarbij (p,, q,) en (p,, q,) de beide stellen van waarden zijn, 
die voldoen aan de vergelijkingen 

pq —dap=0, (2-1) p— 2(g — 2) —=0. 


De richtlijnen l, en U, gaan beide door O, (w > 2a, y —=0); 
zij staan loodrecht op de raaklijn aan de parabool P, in het brand- 
punt der C?, waarbij ze behooren. 

De richtingscoëfficiënt der raaklijn aan de parabool in het punt 
p, 9) is 

2A°p, — 2Ag, + HUL — Aa 
2 — 21p, 
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of, gebruik makende van de voorwaarden, waaraan p‚ en q, 
moeten voldoen, ook 


Up, Ag Hbda  GPHIDp a 


Zj 2p, ge 2 (7 — Âp‚) 
amd 
Wi EE 
A al 
2 (q, — Àp‚) 2p, (91 — Âp‚) 2p, 


Derhalve staat die raaklijn loodrecht op de lijn 


2e + Ap, + 9) y — dap, =0. 
Om de richtlijnen te bepalen, die bij de brandpunten f, en f, 
op den richtcirkel [O,] behooren, hebben we u te bepalen uit 


À 
n= a terwijl dan tusschen p, q en s de volgende betrekkingen 


bestaan | 
pe (q — 26)" = 46%, (A21 Hp 24) =0 en As=p. + q?. 
Dan wordt u =Âb; deze waarde gesubstitueerd in (10) geeft 
paar Hllg— by? + (q HAp)ry — Lsa — sy + 
HAD (12 Hy* — 2pa — 2qy + 4s) = 0. 

Maakt men gebruik van de gegeven betrekkingen tusschen p 

en q, dan vindt men op overeenkomstige wijs 
[2lqy + (q + Ap) rx — 4âbq} =O. 

Dus worden de vergelijkingen van de richtlijnen !, en lá 


(do + Awa) © + gy — bgg =O, (qa Hip) Hg — bg =O, 
terwijl (p,, qa) en (p4, q,) weer de beide stellen van waarden 
zijn, die voldoen aan 


PH? — 4bq —=0 en (@— Iq +2 (p — 20) —0. 


Van de vier richtlijnen zullen er slechts twee bestaanbaar zijn, 
omdat er, zooals we hebben gezien, slechts twee brandpunten 
bestaanbaar zijn. 

Bij de herleidingen op pag. 31 hebben we de vergelijkingen 
gedeeld door s en zoodoende den wortel s == 0 verdreven. 
Wij hebben dus het geval, dat de cirkels door O, gaan, buiten 
beschouwing gelaten. Om ook de door O, gaande cirkels nader te 
onderzoeken, zal men echter een anderen weg moeten inslaan ; 
immers een cirkel, die door het dubbelpunt gaat, zal C° slechts 

3* 
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in twee bewegelijke punten snijden en het denkbeeld van een bun- 
del, waarvan de basispunten de bewegelijke snijpunten zijn van 
een cirkel met C°, gaat hier verloren. 

Laat de cirkel 4? + 4? — 2pr — 2qy —=0 gegeven zijn. Om de 
snijpunten van dezen cirkel met C° te vinden, voegen we de pa- 
rameterwaarden | | 


a + IP) _2(a + Abt”) 
ENKA NE STEN 


(zie pag. 11) van een punt van C° in de vergelijking van den 
cirkel in. Dit geeft 


ad Abt? | rn t (a J- Abt?) [— a + Abt? 
LDA NETNOD 
Hat) 


a +) (1 + VERSE 
Voor de twee bewegelijke snijpunten vindt men dan 
a +- Abt? 
SRE gt=0, 
of 
(Ab — Ag) —(q +AP)t —(p —a) =0. 
De cirkel zal C3 raken, als deze vergelijking twee gelijke wor- 
tels heeft. De voorwaarde hiervoor is 


4 (p— a) (Ab — 1g) = (q +Àp)* 
of 
Mgr — 2lpg + q2 HAA (bp + aq) — ab = 0. 
Deze vergelijking 


(Ap —q)* + 4lab 2+ Ee } LD 


stelt weer een parabool p, voor. De richting van de as is bepaald 
door q =Âp; de parabool raakt de lijn EES — 1 aan in- het 
(oÀ u 
ab Âab 
: .…_D loopt d 
TED mes e as loopt dus 
evenwijdig aan de gemeenschappelijke as van p, en ps. Om te 
zien, of zij misschien met deze samenvalt, kan men de vergelij- 
king der raakkoorde van het punt 


punt R met de coördinaten 
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be ter) 
A, 241 » 

d. i. van het brandpunt F' der parabolen p, en p,, zoeken. Men 
vindt dan 

1 — / 
1 + 42 
Deze raakkoorde staat loodrecht op de as; dus is F een punt van 


de as en valt deze samen met die van ps en p3. 
Zal nu p, confocaal zijn met p‚ en p;, dan moeten de as en 


rh Ay — 


(a — Âb) = 0. 


de lijn FR antiparallel zijn ten opzichte van de lijn te 
Stelt men de hoeken, die de as en FR met de raaklijn 
dt 7 == 1 maken, door V, en Vs voor, dan vindt men vooreerst 
Aa + b 
EN 
Nu is de vergelijking van FR 
a — Àb À (a — 16) 
TTL AN dd eN 
ab vn Tek Â (a — Âb) 
OE EET 
en dus de richtingscoëfficiënt van FR 
2ab + Aa: — Ab? 
hab — a Fl 
Hieruit volgt 
Zaha? —hb? Lb 
reen 2hab—a?-Hb: a Dad (Aad-b)(a2H42) TE atb 
b(2abHAa*—1b®) (Ab —a)(a* Jb”) a— Âf 


KOG (2hab—a* HU?) 
Het blijkt dus, dat die lijnen werkelijk antiparallel zijn ten 
4 


opzichte van de raaklijn SL =1 en derhalve zijn de drie 
dor Ò 


parabolen confocaal. 


IT. Krommennet van den vierden graad. 


Ontstaan. 


Een inversie IT, waarvan een willekeurig punt P van het vlak 
van een circulaire C° van het geslacht nul het middelpunt is, 
doet deze C° overgaan in een bicirculaire C* van het geslacht 
nul, die door het punt P gaat. 

Bovendien gaat door die inversie elk der beide richtcirkels [O,] 
en [O,] van C° over in een nieuwen cirkel, die de meetkundige 
plaats is van de dubbelpunten van een inversie I;, ten opzichte 
van welke de bicirculaire C,* anallagmatisch is !) 

Alvorens tot een verdere behandeling dezer krommen over te 
gaan, moet de vraag gesteld worden, of elke willekeurige bicir- 
culaire kromme van den vierden graad en van het geslacht nul 
anallagmatisch is ten opzichte van twee inversies. Door een bi- 
circulaire C‚* uit een punt Q van die kromme te inverteeren, 
gaat zij over in een circulaire C°; zoodra. we nu weten, dat 
elke willekeurige circulaire C° anallagmatisch is ten opzichte van 
twee inversies, blijkt — door de kromme weer terug te inverteeren —, 
dat ook elke bicirculaire C‚* dezelfde eigenschap bezit. Laat nu 
gegeven zijn een circulaire C,® en op die kromme de punten O, 
en O,, waar de beide raaklijnen uit het bestaanbaar punt in het 
oneindige (P,) de kromme aanraken. Deze raakpunten zijn altijd 
bestaanbaar, omdat door P_ een lijn gaat, die behalve P_ onbe- 
staanbare snijpunten oplevert, nl. /_. Vereenigt men nu O, met 
O, en beide punten met het dubbelpunt O,, zoo ontstaat de drie- 
hoek 0,0,0,; op 0,0; zal nog een bestaanbaar punt van C° liggen, 
dat we A, noemen. Een inversie met O, als middelpunt, waar- 
van de cirkel met 0,0, als straal de meetkundige plaats van de 
dubbelpunten is, doet C° in zich zelf overgaan. De oorspronke- 


1 Zie S. pag. 13, noot Q. 
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lijke C° en haar geïnverteerde C° zullen dan de volgende pun- 
ten gemeen hebben: 
a) twee punten in O,, want de raaklijn in O, blijft bestaan, 
B) w, en w‚,, want C‚° blijft door de cirkelpunten gaan, 
y) vier punten in O,, 
ò) de punten R en S, die met O,, w‚ en wa de snijpunten 
der kromme C° met den inversiecirkel vormen. 

Dit zijn reeds tien punten; dus vallen de beide krommen van 
den derden graad geheel samen. Derhalve is elke circulaire Co” 
anallagmatisch ten opzichte van twee inversies. Verder wordt 
de bijzondere vorm van den driehoek 0,0,0; op de volgende 
wijze aangetoond. Aangezien O,; en A, met Os, op een zelfde lijn 
liggen, heeft men OO O,A, X 0503, derhalve is A 0,0,0, 
gelijkvormig met A O,A,0,, want zij hebben twee paar zijden 
evenredig en den ingesloten hoek gelijk ; dusis / O,A,O,=Z 020,03. 
Neemt men nu verder O; als middelpunt van inversie, dan blijkt 
op dezelfde wijs, dat /0,A,0, = Z 030,05 is. Uit de twee 
laatste gelijkheden volgt / 0,A,0, = Z 03A,0, dus beide 90° en 
bovendien Z 050,0; = 90°. 

Wij hebben dus de volgende stelling: De raakpunten op de 
raaklijnen, getrokken uit het bestaanbaar punt in het oneindige 
van een circulaire C° aan die kromme, vormen met het dubbel- 
punt de hoekpunten van een driehoek, die rechthoekig is in het 
dubbelpunt; het voetpunt van de loodlijn, uit het dubbelpunt op 
de schuine zijde neergelaten, is het derde snijpunt dier schuine 
zijde met de kromme C‚°- 


Inversie. 


De bicirculaire krommen van den vierden graad van het ge- 
slacht nul, die anallagmatisch zijn ten opzichte van de inversies 
I, en 1}, waarvan de beide cirkels [O,] en [O,] met de middel- 
punten O0, en O, de meetkundige plaatsen van de dubbelpunten 
zijn, vormen een net met drie dubbele basispunten O,, w,, wa 
(fig. 6); wijl het bij den rechthoekigen driehoek 0,0,0, behoort 
noemen we het een rechthoekig net. 

Deze krommen vormen een net, omdat één punt een bundel 
bepaalt. Neemt men namelijk in het vlak der beide cirkels [O,] 
en [O,Jeen punt P aan, dan zullen alle krommen C,*,‚ die anallag- 
matisch zijn ten opzichte van de twee inversies en door P gaan, 
door een inversie met P als middelpunt overgaan in circulaire 
krommen C°, die anallagmatisch zijn ten opzichte van twee nieuwe 
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inversies TI,’ en I,’, waarvan twee nieuwe cirkels [O»'] en [O3] 
de meetkundige plaatsen van de dubbelpunten zijn. Omgekeerd 
zal elk dier krommen C° door een reïnversie overgaan in een 
Ct. De krommen C° vormen een bundel, zooals vroeger is 
aangetoond; dus vormen de overeenkomstige bicirculaire C* even- 
eens een bundel. Terloops zij hier opgemerkt, dat O, en O, wel 
de middelpunten zijn van de geïnverteerden van [O,'] en [O,'], 
maar niet de geïnverteerden van de punten O0,’ en 0,5 O, 
en O, liggen in het algemeen uiet op de krommen C,* | 

Elke C,* van het rechthoekig net, die een vierde dubbelpunt 
heeft, splitst zich in twee deelen; de beide cirkels [O,] en [O,] 
vormen met de lijn /, de meetkundige plaats van die dubbelpun- 
ten, dus de kromme van JacoBi. Tot het net van krommen C‚* 
behoort de bundel van krommen C°, die bepaald is door den 
driehoek 0,0,0,, elke C° aangevuld door /, tot een Cj; hieruit 
volgt onmiddellijk, dat 4 behoort tot de kromme van JACOBI 
van het net. 

Een willekeurige kromme van het net snijdt de beide cirkels 
[O,] en [O,] rechthoekig in twee punten; een uitzondering hierop 
maken de ontaarde krommen. Uit de formules van PLÜCKER 
volgt, dat een kromme uit het net van de zesde klasse is en _ 
vier dubbelraaklijnen bezit. Derhalve kunnen we door het punt 
O, zes raaklijnen trekken. Twee van deze raken de kromme aan 
in een punt op [O,]; derhalve moeten er nog vier zijn, die haar 
elders aanraken. Uit het anallagmatisch zijn volgt, dat deze vier 
raaklijnen twee aan twee moeten samenvallen tot een dubbelraak- 
lijn. Door elk der punten O, en O, gaan dus twee dubbelraaklijnen. 

Een willekeurige bundel uit het net heeft zestien basispunten; 
tot deze zestien behoort elk der drie punten O,, w;, ws viermaal, zoo- 
dat er nog vier enkelvoudige basispunten overschieten. Deze vier 
punten liggen op een cirkel, die [O,] en [O,] loodrecht snijdt 
en bovendien twee aan twee op twee rechten door O, en O,. 
Deze bijzondere ligging blijkt uit het anallagmatisch zijn der 
krommen en ook uit de volgende beschouwing. Denken we ons 
den krommenbundel ontstaan door inversie van een reclithoekigen, 
bundel C° uit een punt P, dan zullen de geïnverteerden der 
basispunten O,’, 0,’ en A, van den laatsten bundel met het punt 
P de basispunten vormen van den bundel C,*; 0’, O,’ en A, 
(fg. 1) liggen op een rechte lijn, die [O,'] en [Os] loodrecht 
snijdt, derhalve zullen ze door inversie uit P met dit punt op 
een cirkel komen, die [O,] en [O,] loodrecht snijdt. 
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Tot de ontaarde krommen van een bundel, waarvan P,, P,, P, 
en P, de basispunten zijn, behooren, behalve de reeds bovenge- 
noemde C,? met de rechte lijn !, vereenigd, de volgende paren 
van cirkels: 


a) €, door de punten O,, P,‚ en P, en c‚‚ door de punten O,, P; en P,, 
f) €13 » ” » 0, B en P, en Co4 ” ” » 0, ) P, en P,, 
y) Cia m » ” 0,, P, en Li, en Caz ” bj} ’ 0, ) P, en P,. 


Omdat ook deze krommen anallagmatisch zijn ten opzichte van 
O, en Os, zal ce, door de inversie I, overgaan in c34, terwijl 
beide cirkels door de inversie TI; in zich zelf overgaan; zij moeten 
dus [O,] loodrecht snijden en derhalve in het punt O, de lijn 
0,0, aanraken. Dit laatste blijkt ook uit de loodrechte snijding, 
aangezien OP, X OsP, = OsK, X O3, EE OT is. 

Op dezelfde wijze blijkt, dat c‚3 en co, raken aan 0,0, in het 
punt O,, terwijl c‚4 en cz door beide inversies in elkaar over- 
gaan en dus beide de, punten O, en S,; moeten bevatten. 

Zoodra een der vier basispunten bestaanbaar is, zijn ze dit 
alle vier; ze vormen op elke kromme een involutie van vier 
elementen, die tweemaal uit twee samengevallen punten bestaan; 
als namelijk een der basispunten op [O,] komt, dan vallen er in 
dit punt twee samen en de beide anderen zullen eveneens op 
denzelfden cirkel samenvallen. De krommen raken elkaar dan in 
die punten aan en de gemeenschappelijke raaklijnen gaan door 
0. Iets dergelijks gebeurt als een der basispunten op [O,] ligt. 

Komt een der basispunten in S,;, dan vallen ze alle vier in 
dit punt samen en men verkrijgt een bundel van cirkelparen, die 
hun middelpunten hebben op O»0;. De paren van middelpunten 
vormen op 0,0, een involutie, waarvan O, en 0} de dubbelpunten 
zijn; ieder der cirkels [O,] en [O,], tweemaal geteld, behoort dus 
tot het net en derhalve eenmaal tot de kromme van JACOBI. 

Komt een der basispunten in O,, dan vallen ze alle in dat 
punt samen; in dat geval vindt men een bundel van cirkelparen, 
die 0,0; of 0,0, aanraken in O,. De middelpunten vormen dus 
een involutie op 0,0, of 0,0}, waarvan O, en O, of O, en Os 
de dubbelpunten zijn. Men vindt dus ook hier, dat [O,] en 
[O0], tweemaal geteld, tot het net behooren. 

Door het rechthoekige net van krommen C,*, behoorende bij 
den driehoek 0,0,0,, uit een punt P van het vlak van den drie- 
hoek te inverteeren, krijgt men een ander net, dat even willekeu- 
rig is als het eerste; de richtcirkels van het eerste net gaan weer in 
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twee elkaar loodrecht snijdende richteirkels over. Neemt men nu het 
middelpunt van inversie op [O,], dan wordt de nieuwe richtcir- 
kel [O,’] een as van symmetrie; inverteert men uit het punt S, 
dan gaan beide richtcirkels in assen van symmetrie over, die 
elkaar rechthoekig snijden in het dubbelpunt. De vier basispun- 
ten van een bundel zullen dan de hoekpunten van een rechthoek 
vormen (fig. 7). De krommen krijgen een lemniscaatachtigen 
vorm en hebben tot vergelijking 
(22 4)" Haa? + by 0. 

Is a= —b dan stelt de vergelijking een lemniscaat voor (Wis- 
kundige opgaven, deel 7, vraagstuk 147). 

De kromme C°, die bij een bundel met twee symmetrie-assen 
behoort, ontaardt in de drie rechte lijnen /,, O,'P, en O,’P.. 

Wanneer men eindelijk het net gaat inverteeren uit het punt 
O,, dan ontstaat er een net van kegelsneden, nl. alle kegelsneden 
die twee zelfde lijnen tot symmetrie-assen hebben. De in twee 
rechte lijnen ontaarde kegelsneden van dit net zijn de geïnver- 
teerden van de in twee cirkels ontaarde krommen van het oor- 
spronkelijke net. 


Voortbrenging. 


Een bicirculaire C,* van het net is op twee wijzen de omhul- 
lende van cirkels (epicykels), die een vasten cirkel (richtcirkel) 
loodrecht snijden en wier middelpunten liggen op een kromme 
van den tweeden graad (deferent). De twee richtcirkels zijn de 
elkaar loodrecht snijdende cirkels [O,] en [O3]. De beide deferen- 
ten, die bij een zelfde kromme behooren, zijn confocaal. 

Het eerste gedeelte van deze stelling kan men op dezelfde 
wijze aantoonen als dit bij de circulaire C° is geschied (pag. 3). 
Alleen zij hier opgemerkt , dat de deferenten in het algemeen krom- 
men met een middelpunt zullen zijn, omdat er evenwijdige raak- 
lijnen voorkomen. Een willekeurige lijn door O, snijdt immers 
C‚* in vier punten en geeft dus twee raaklijnen aan, die loodrecht 
op die willekeurige lijn staan. 

Dat de beide deferenten confocaal zijn, volgt onmiddellijk uit 
de eigenschap, dat de afzonderlijke brandpunten van een kromme, 
die de omhullende is van cirkels, wier middelpunten liggen op 
een deferent en die een richteirkel loodrecht snijden , samenval- 
len met de gewone brandpunten van dien deferent !). 


) Zie S. pag. 18, noot 32 en pag. 20, noot 35. 
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Op de volgende wijze heb ik een ander bewijs geleverd, dat 
ons dadelijk brengt tot de meetkundige plaats van brandpunten 
der deferenten, welke behooren bij een krommenbundel uit 
het net. 

De deferenten, die behooren bij de verschillende krommen uit 
den bundel met de basispunten P: (fig. 6), en wier epicykels den 
cirkel [O,] loodrecht snijden, zullen raken aan MU (MU deelt 
P,P, loodrecht middendoor) en aan MV (MV deelt P,P, loodrecht 
middendoor); bovendien raken ze aan O,O, in het punt O,. 
Beschouwt men nu 0,0, als twee samengevallen raaklijnen, dan 
vormen de bij een bundel behoorende deferenten een schaar. De 
deferenten, wier epicykels den cirkel [O,] loodrecht snijden, 
vormen op dezelfde wijze een schaar. Deze beide scharen zijn 
projectief verwant door middel van de krommen uit den bundel. 

De meetkundige plaats der brandpunten van een schaar kegel- 
sneden vormen een K°, waarvan de overstaande hoekpunten der 
volledige vierzij, gevormd door de vier basisraaklijnen, paren 
van toegevoegde punten zijn; eveneens zijn w, en w, toegevoegde 
punten. 

Deze K° is de meetkundige plaats der snijpunten van twee 
half-perspectieve straleninvoluties; de eene involutie wordt gevormd 
door de paren van raaklijnen uit w, en de andere door de paren 
van raaklijnen uit w‚, aan de kegelsneden der schaar getrokken '). 

Stelt men de eerste schaar voor door ;D; en de tweede door 
2D;, de involuties gevormd door de paren van raaklijnen aan ;D; 
uit w,‚ en wa door 31, en }l, en de involuties gevormd door de 
paren van raaklijnen aan „D; uit w, en w‚ door „l, en „l,, dan 
zullen „I, en ;I, half-perspectivisch zijn en de kromme ;K® — en „I, 
en „l, op dezelfde wijze de kromme ,K? — voortbrengen. Boven: 
dien zijn de involuties „IL, en „I, projectief verwant door middel 
van de krommen der bovengenoemde scharen. Doch ;L, en „l, heb- 
ben drie paar overeenkomstige stralen gemeen en zijn derhalve 
identisch. Ten eerste zullen de deferenten behoorende bij de 
kromme C°, die ontaardt in den punteirkel O, en den cirkel [M], 
beide ontaarden in de punten O, en M; het stralenpaar w,O, en w, M 
uit „IL, valt dus samen met het overeenkomstige paar uit „l,. 
Verder komt er in den bundel, bepaald door de punten P;, een 
kromme C,? voor (aangevuld tot een C* door J,); deze kromme 


ee 


1) Scrrörer, „Die Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung”, pag. 16. 
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heeft tot deferenten twee parabolen (dit zijn uit de beide scharen 
van kegelsneden de krommen, die /, aanraken), die confocaal 
zijn, zooals bij de circulaire C° is aangetoond. Noemt men het 
brandpunt dier parabolen F', dan vormen w,‚F' en !, ook een paar 
van ;l,, dat samenvalt met het overeenkomstig paar uit ,L,. 

Eindelijk zal blijken, dat w,U en w,V nog een dergelijk paar 
vormen. - Beschouwt men namelijk de C°, die ontaardt in de 
twee cirkels c‚ (door O,, P, en P) en ca4 (door O,, Ps en P‚), 
dan is het duidelijk, dat „D; ontaardt in de punten U en V, 
terwijl „D; een kegelsnede is, waarvan U en V de brandpunten 
zijn. De epicykels namelijk, die deze C‚* voortbrengen en [O»] 
loodrecht snijden, zullen c‚‚ inwendig en c34 uitwendig raken. Is 
V het middelpunt van c54 en #4 de straal, U het middelpunt 
van C‚, en 7, de straal, dan is de afstand van de middel- 
punten u; der dubbelrakende cirkels c; (straal o;) tot U = 73 — gi 
en tot V = 34 + oi. De som dezer afstanden is constant, name- 
lijk #2 + 734 Derhalve liggen de punten u; op een kegel- 
snede, waarvan U en V de brandpunten zijn. Hieruit blijkt, 
dat de beide bovengenoemde overeenkomstige stralenparen samen- 
vallen. 

Op dezelfde wijze kan men aantoonen, dat de involuties 31, 
en „l, identisch zijn. Daaruit volgt niet alleen, dat de krommen 
zK° en „K° samenvallen, maar ook dat twee overeenkomstige de- 
ferenten uit de beide projectief verwante scharen confocaal zijn. 

De kromme K?%, die de meetkundige plaats der brandpunten 
is, zal de liĳnen MR, MS, MU en MV aanraken in de punten 
R,‚,S, U en V en de raaklijn in O, zal antiparallel zijn aan MO, 
ten opzichte van 0,0, en 0,0. Want de kromme K° is de meet- 
kundige plaats der punten, waaruit men de paren van toegevoegde 
punten in involutie ziet; tot de involutie om O, behooren de lijnen 
0,0, en 0,0, als dubbelstralen. Aangezien deze loodrecht op el- 
kaar staan, heeft men om O, een symmetrische involutie, m. a. w. 
elke twee overeenkomstige stralen zijn antiparallel ten opzichte 
van de dubbelstralen ; met O,M komt de liĳn 0,0, of de raaklijn 
in O, overeen. 

De kromme K? is ook de meetkundige plaats der snijpunten 
van twee half-perspectieve involuties om O, en M. Omdat O,O, 
en 0,0; de dubbelstralen zijn bij O,, zullen MR, MS, MU en 
MV de kromme aanraken in de genoemde punten. 

Een bicirculaire C,* is op twee verschillende wijzen de meet- 
kundige plaats van de grenspunten van een oneindig aantal cirkel- 
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bundels, waarvan elke bundel bepaald is door een der twee 
richtcirkels en een willekeurige raaklijn aan den bijbehoorenden 
deferent. 

Wanneer een der richtcirkels een as van symmetrie wordt , dan 
kan men slechts op één wijze de kromme door middel van richt- 
cirkel en deferent voortbrengen. Gaan eindelijk beide richtcir- 
kels over in assen van symmetrie, dan kan men niet rechtstreeks 
de kromme op deze wijze construeeren. Langs een omweg zou- 
den we toch de kromme punt voor punt kunnen vinden. Wij 
gaan dan de gegevens uit een willekeurig punt Q inverteeren ; 
de C,* met twee symmetrie-assen gaat dan over in een andere 
C‚5, waarvan de cirkels, die door inversie uit de symmetrie-assen 
ontstaan, de richteirkels zijn. Deze laatste C,* is nu door middel 
van richtcirkel en deferent punt voor punt te construeeren en 
door reïnversie de C,t met de twee assen van symmetrie. Ook kan 
men onmiddellijk de kromme met twee symmetrie-assen op de 
volgende wijze construeeren. 

Aangezien de kromme symmetrisch is ten opzichte van twee 
assen door O, (fig. 7) zal elke cirkel, die O, tot middelpunt heeft, 
de kromme in vier punten snijden, welke even als P,, P,, P, en 
P, de hoekpunten van een rechthoek vormen. Daaruit blĳkt, 
dat de kromme voort te brengen is als meetkundige plaats van 
snijpunten van een bundel concentrische cirkels met O, tot mid- 
delpunt en een straleninvolutie om O,, die projectief verwant is 
met den cirkelbundel. Door twee willekeurig gegeven punten 
moet de projectiviteit vastgelegd zijn, aangezien alle bicirculaire 
krommen C*‚, behoorende bij twee lijnen als symmetrie-assen, 
even goed een net vormen als die, welke bij twee elkaar loodrecht 
snijdende richtcirkels behooren. Zorgt men er namelijk voor, dat 
de cirkel door de beide punten a, (fig. 8) overeenkomt met de 
beide stralen O,a,, die door de beide punten 9, met de stralen 
0,b,, terwijl bovendien de lijn £ , die tot den bundel concentrische 
cirkels behoort en wel tweemaal geteld, overeenkomt met de lijnen 
door O, naar de cirkelpunten w, en w,, dan zal daardoor het 
projectief verband aangegeven zijn en komt het er alleen nog op 
aan om het gegevene bruikbaar te maken voor een constructie. 

De vergelijking van de kromme, op deze wijze voortgebracht, 
vindt men door / te elimineeren uit 

vn EPR cirkelbundel 


en 
Nat Fy) =p dq? straleninvolutie ; 
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dit geeft (HE y= pig 


De straleninvolutie om O, is als punteninvolutie op een wille- 
keurigen cirkel [m] door-O, overgebracht; op [m] krijgt men dan 
de puntenparen (a), (b,) en de cirkelpunten w, en w‚. Verbindt men 
de punten (a,) en eveneens (b,) met elkaar, dan verkrijgt men een 
stralenbundel, die zijn top P, in het oneindige heeft; tot dezen bun- 
del behoort de lijn /. Door een straal van dezen bundel is een 
stralenpaar van de involutie om O, bepaald. In plaats van dezen 
bundel neemt men verder de puntenreeks op AB, die door de stra- 
len op die lijn wordt ingesneden; dan verkrijgt men de punten 
d3, bz en 93, het oneindig ver gelegen punt van AB. 

De cirkel, die overeenkomt met O,a,, kunnen we geven door 
de punten (a,), de overeenkomstige van 0,5%, door (£,); eindelijk 
de liĳn /, door de punten y, in het oneindig ver gelegen punt 
van de symmetrie-as O,F samengevallen. De puntenparen van 
deze involutie op O,F' verbindt men met een willekeurig punt P; 
dit geeft een straleninvolutie om dat punt. Die straleninvolutie 
brengt men over als punteninvolutie op een cirkel door P; deze 
cirkel [x] is willekeurig te nemen, doch om gemakkelijk tot perspec- 
tieve puntenreeksen te komen, heb ik dien cirkel gebracht door 
twee punten (a), die op de beide stralen Pa, en met a, op een zelfde 
lijn liggen. De verbindingslijnen van de puntenparen op dezen 
cirkel vormen dan een stralenbundel om T', die op de lijn CD 
(willekeurig getrokken door a,) een puntenreeks (a,, £3, 73, enz.) 
insnijdt, die perspectivisch is met de puntenreeksop AB. Hiervan 

komt a, overeen met a, en valt er mee samen, 


” Ps ” »” Er 
„13 » „ Js 
De lijnen 6,6, en 7,9, bepalen het punt S, waardoor alle ver- 
bindingslijnen van overeenkomstige punten gaan. Nu is alles 
voor de constructie gereed; deze wordt als volgt uitgevoerd. 
Neem een straal door O,, namelijk O,d, (de bijbehoorende in 
de involutie is dan gegeven), bepaal het snijpunt van O,d, met 
[m], dit is d,; trek door d, een lijn naar P,_ , het snijpunt van 
deze lijn met AB is d,; verbind d, met S, het snijpunt van Sd, 
met CD is d,; verbind d, met T en bepaal de snijpunten (ò.) 
van die verbindingslijn met den cirkel [nx]. De lijnen Pô, snijden 
O,F in de punten (Ò,) en deze punten eindelijk bepalen den cir- 
kel, die overeenkomt met de stralen O,d,. 
Een willekeurige kromme uit den bundel, bepaald door de 
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basispunten P; (zie fig. 6), zou men langs dezen weg punt voor 
punt kunnen bepalen; daarvoor gaat men de gegevens uit S, 
inverteeren; dan verkrijgt men een lemniscaatachtige kromme, die 
men op de aangegeven wijze kan construeeren; door een reïnver- 
sie vindt men dan de kromme uit den bundel (P;). 

Wil men echter door middel van reïnversie een kromme uit 
den bundel met de basispunten P; (fig. 6) construeeren, dan is 
het gemakkelijker de gegevens uit O, te inverteeren; zoo als reeds 
gezegd is, gaat C° daardoor in een kegelsnede over. Neem voor 
de meetkundige plaats van de dubbelpunten der inversie uit O, 
den cirkel, die den cirkel, waarop de basispunten P; liggen, 
loodrecht snijdt. De geïnverteerden II; van P; blijven dan op 
denzelfden cirkel. De vier punten II; vormen nu de basispunten 
van een bundel kegelsneden; geven we nu door een punt P; een 
bepaalde C‚*, dan zal het geïnverteerde punt II, een kegelsnede 
uit dien bundel bepalen. Die kegelsnede gaat men punt voor punt 
construeeren en door deze punten terug te inverteeren verkrijgt 
men C,* De punten II, II, II, H‚, zijn de hoekpunten van 
een rechthoek. De cirkel door O,, P, en P, raakt 0,0, ; deze 
cirkel gaat — omdat de hoek, waaronder twee lijnen elkaar snijden, 
niet verandert — door inversie over in een lijn, die evenwijdig is 
aan O,0,. De cirkel door O,, P, en P, raakt 0,0, eveneens in 0 
aan; daarom is [I,II, ook evenwijdig aan O,0,. Evenzoo zullen 
II, en II, evenwijdig zijn aan O,0,. Vindt men voor de ke- 
gelsnede door II, een hyperbool, dan zal de bicirculaire C,* een 
kromme met knooppunt zijn; vindt men een ellips, dan is de 
overeenkomstige Qt een kromme met geïsoleerd punt, De ver- 
kregen kegelsnede heeft met de overeenkomstige C+ acht punten 
gemeen; vier liggen in de snijpunten van C° met den inversie- 
cirkel om O,. Bovendien zullen er nog vier punten a,, a,, f,, f, 
zoodanig op C? moeten liggen, dat a, in a, en f, in f, overgaat 
en omgekeerd. 

In verband met de voortbrengingsmethode door deferent en 
richteirkel zij nog het volgende over de dubbelraaklijnen opgemerkt. 
De beide deferenten, die bij een zelfde kromme behooren, zijn 
confocaal en gaan beide door O,. Als twee confocale kegel- 
sneden één bestaanbaar snijpunt hebben, hebben zij er ook vier; 
de eene kegelsnede is dan een ellips en de andere een hyperbool, 
omdat twee confocale ellipsen of twee confocale hyperbolen geen 
bestaanbare snijpunten leveren. Hieruit volgt dat, zoo de beide 
dubbelraaklijnen door O,, die de epicykels zijn, wier middelpunten 
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in het oneindige liggen, bestaanbaar zijn, die door O, onbestaan- 
baar zullen wezen en omgekeerd. Bovendien zullen de dubbel- 
raaklijnen loodrecht staan op de asymptoten van den deferent. 


Brandpunten. 


Een willekeurige bicirculaire kromme C,* van het net heeft 
vier gewone en vier afzonderlijke brandpunten. De vier gewone 
zijn de beide paren van snijpunten der richtcirkels [O,] en [O,] 
met de bij de kromme behoorenden deferenten; de afzonderlijke _ 
zijn de gemeenschappelijke brandpunten der beide deferenten. 

Door inversie gaat een dubbelrakende cirkel over in een dub- 
belrakenden cirkel, een dubbelrakende puntcirkel in een dubbel- 
rakenden puntcirkel, derhalve een gewoon brandpunt in een ge- 
woon brandpunt. Aangezien de bicirculaire C‚* is verkregen uit 
een circulaire C°, kan men, wat de gewone brandpunten betreft, 
verwijzen naar het overeenkomstige bij de laatstgenoemde krommen. 

Daar de afzonderlijke brandpunten van een kromme, die de 
omhullende is van cirkels, wier middelpunten liggen op een 
deferent, samenvallen met de gewone brandpunten van dezen 
deferent, is ook het tweede gedeelte van bovenstaande stelling 
bewezen. Ook kan men dezelfde methode toepassen, waardoor 
is aangetoond (pag. 5), dat het afzonderlijk brandpunt van een 
C,? samenvalt met het brandpunt van haar deferenten. 

Daarvoor neemt men uit het net den bundel, die bepaald is 
door de basispunten P; (fig. 6); de raaklijnen ( het punt w, 
getrokken aan de krommen van dezen bundel vormen om w,‚ een 
straleninvolutie en deze is projectief verwant met de involutie, die 
gevormd wordt door de raaklijnen wit dit punt w, getrokken aan 
de overeenkomstige deferenten. Wanneer nu drie stralenparen van 
de eerste involutie samenvallen met hun overeenkomstige paren 
uit de tweede, dan zal elk paar samenvallen met zijn overeen- 
komstige. Vrij gemakkelijk zijn er nu drie dergelijke paren uit de 
twee involuties aan te wijzen. Neem daarvoor in de eerste plaats 
de kromme bestaande uit de cirkels O,P,P, en O,P,P,: de afzon- 
derlijke brandpunten zijn R en S. Ook hebben we gezien, dat 
dit de brandpunten waren der bijbehoorende deferenten. Neem 
vervolgens de kromme, die bestaat uit de cirkels O, P,P, en O, P,P.; 
de afzonderlijke brandpunten zijn U en V en dit zullen ook weer 
de brandpunten zijn der deferenten. Eindelijk kan men als derde 
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kromme den punteirkel O, met den cirkel door P; nemen; de 
afzonderlijke brandpunten O, en M zijn dan ook weer de punten, 
waarin de deferenten ontaarden. Een vierde kromme zou zelfs 
de C° uit den bundel, aangevuld door /,, kunnen zijn. Hieruit 
volgt, dat de stelling voor alle krommen uit den bundel door- 
gaat. Op dezelfde wijs kan men dit voor elken anderen bundel 
en dus voor het geheele net aantoonen. 

Door inversie der circulaire krommen C° leidt men gemakkelijk 
het volgende af: 

Een willekeurig punt van een der beide richtcirkels [O,] of [O,] 
is gewoon brandpunt van twee krommen C,* uit een bundel (P;). 
Deze krommen noemt men confocaal; in elk bestaanbaar snijpunt, 
dus in de vier basispunten P;, snijden zij elkaar rechthoekig. Van 
twee confocale krommen uit den bundel zal de eene een knoop- 
punt en de andere een geïsoleerd punt hebben. Uitzondering 
hierop maken de in twee cirkels ontaarde krommen. 

Een willekeurig punt van een der beide richtcirkels is gewôon 
brandpunt van een oneindig aantal confocale krommen van het 
net; van dit oneindig aantal gaan er twee door een willekeurig 
gegeven punt. Elke twee willekeurige krommen van die reeks 
snijden elkaar rechthoekig. Neemt men nl. op [O,] een punt F, 
als gewoon brandpunt aan, dan zal men door dit punt met O, te 
verbinden een tweede brandpunt F, op [O,] vinden. De deferen- 
ten, die behooren bij de krommen, waarvan F, en F, brandpunten 
zijn, zullen derhalve moeten gaan door PF, en F, en bovendien 
in O, raken aan O,0,. Deze kegelsneden vormen derhalve een 
bundel en komen dus in oneindig aantal voor, waaruit volgt, dat 
de epicykels een oneindig groot aantal krommen omhullen. Neemt 
men nu een willekeurig punt O, aan, dan bepaalt dit punt een 
bundel uit het net, en de kromme, die door O, gaat en F, en HF, 
tot brandpunten heeft, zal tot dien bundel behooren; in dezen 
bundel zijn er, zoo als boven is aangetoond, twee krommen, die 
F, tot brandpunt hebben. Derhalve gaan er door elk punt twee 
confocale krommen uit het net. 

Daar door inversie een gewoon brandpunt van een kromme 
overgaat in een gewoon brandpunt van haar geïnverteerde en 
een kegelsnede in een bicirculaire kromme van den vierden graad, 
had men bovenstaande eigenschappen ook kunnen afleiden uit die 
der kegelsneden. 

Inverteert men nl. alle krommen C?, die bij twee symmetrie- 
assen behooren en derhalve een net vormen, uit een punt, 
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dan ontstaat er een net van krommen Ct, die anallagmatisch 
zijn ten opzichte van twee inversies. De meetkundige plaats der - 
dabbelpunten dier inversies wordt gevormd door de cirkels, die 
de geïnverteerden zijn van de beide symmetrie-assen. De vier 
brandpunten van een kegelsnede liggen twee aan twee op de 
assen van symmetrie; derhalve liggen de brandpunten van een Co 
twee aan twee op de inversie-cirkels. 

Neemt men op een der assen een brandpunt aan, dan zijn 
daardoor de drie andere brandpunten van deze C? bepaald; deze brand- 
punten bepalen een schaar uit het net, Op dezelfde wijze zal 
een brandpunt op een richtcirkel een enkelvoudig oneindig aan- — 
tal krommen C‚* bepalen. Door een punt gaan twee kegel- 
sneden van bovengenoemde schaar, een ellips en een hyperbool. 
Door een punt gaan derhalve ook twee krommen C* van dat oneindig 
aantal, een met een geïsoleerd punt en een met een knooppunt, 
die confocaal zijn. De confocale kegelsneden snijden elkaar recht- 
hoekig; dus hebben ook de confocale bicirculaire krommen van den 
vierden graad dezelfde eigenschap. Zoo zou men kunnen doorgaan. 


Meetkundige plaatsen. 


Als een kromme C° een bundel met de basispunten P; door- 
loopt, dan heeft men: 

a. De deferenten, die bij die kromme behooren , doorloopen ieder 
voor zich een schaar; de basisraaklijnen van de eene schaar 
zijn de lijnen MU, MV en 0,0, (tweemaal); die van de an- 
dere MR, MS en 0,0, (tweemaal). De beide scharen zijn 
projectief verbonden door den bundel C,4; zij hebben een 
kromme gemeen nl. de in de punten O, en M ontaarde ke- 
gelsnede; zij behooren derhalve tot hetzelfde weefsel (tangen- 
tiëel net). | 

p. De gewone brandpunten vormen op [O] en [O}] een involutie, 
waarvan O, en S,, de dubbelpunten zijn. 

y. De beide afzonderlijke brandpunten zijn paren van toegevoegde 
punten op een circulaire K?, welke bepaald is door de pun- 
tenparen (U, V), (R,‚S), (M, O,). Deze kromme gaat 
door w, en w, en verder door de middelpunten der cirkels 
O,P,P, en OP,P. Ook gaat zij door het punt A, ; zij snijdt 
den negenpuntscirkel in A,, raakt hem in O, en snijdt hem 
bovendien nog in een punt, dat het afzonderlijk brandpunt is 
van de circulaire C°, die met /, vereenigd tot den bundel 
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bicirculaire krommen van den vierden graad behoort. Dit 
laatste punt is ook het afzonderlijk brandpunt der meetkundige 
plaats zelve. 

Dat A, tot de meetkundige plaats behoort, kan men op de 
volgende wijze aantoonen. De kromme K? is bepaald door drie 
paren toegevoegde punten als de meetkundige plaats van pun- 
ten, waaruit men deze drie puntenparen in involutie ziet !). Uit 
A, nu ziet men de puntenparen in involutie, dus behoort dit punt 
tot de kromme. Wij denken ons nl. (fig. 6) A, verbonden met 
R en S; deze beide punten behooren tot een involutie op 0,0, de 
middelpunten van den bundel van cirkelparen , die elkaar in O, 
aanraken en tot het net C+ behooren, waarvan O, en O0; de 
dubbelpunten zijn. Gaan we de puntenparen van deze involutie 
met A, verbinden, dan vinden we een straleninvolutie om A,, 
die symmetrisch is, omdat de dubbelstralen A,O, en A,O, recht- 
hoekig op elkaar staan. Twee overeenkomstige stralen A,S en 
A‚R maken dus gelijke hoeken met A,0}; op dezelfde wijze A‚U 
en A,V, en bovendien A,O,en A,M. Dus worden de puntenparen 
(U,V), (R‚S) en (M,O,) uit A, in involutie gezien. 

De raaklijn aan K? in O, is de lijn, die door O, gaat en 
antiparallel is aan O,A, met betrekking tot O,O0,; deze lijn zal 
rechte hoeken maken met den straal van c,„ door O, en dus c, aan- 
raken (zie fig. 1). Immers O,M., is middellijn van c,, O,M,;=03M; 
AUS 0 OMS S= 20.0/Mi sen’ 40,0, Ar Z0,03M,, =S 9055 
derhalve is ook / 0,0,A, + Z 040, M.„'== 90°. 

Het brandpunt F van dé C° uit den bundel is toegevoegd aan 
het bestaanbaar punt in het oneindige van K?. Door twee toege- 
voegde punten uit een punt van K? op K? te projecteeren, komt 
men op een ander paar toegevoegde punten van het zelfde stel te 
recht. Projecteert men P_, het bestaanbaar punt van K° in het 
oneindige, uit w,, dan vindt men w,; projecteert men F' uit w,, 
dan moet men het toegevoegde punt van w, krijgen, dus w, zelf. 
Derhalve raakt w‚F de kromme aan in w, en eveneens is w‚l 
raaklijn in w,; dus is F het afzonderlijk brandpunt van K?. 

Als een bicirculaire C‚* het geheele net doorloopt, dan heeft men: 
a. De beide deferenten doorloopen ieder een weefsel, omdat een 
der kegelsneden bepaald is door twee willekeurige raaklijnen. 
Een raaklijn ? bepaalt een schaar, die men op de volgende 
wijze vindt: Neem het snijpunt van / met 0,0}; noem dit 


1) ScurörEr, „Die Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung”, pag. 4. 
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punt L,. Zoek in de involutie op 0,0, waarvan O, en O, de 
dubbelpunten zijn het overeenkomstige punt van L, en noem 
dit L,. Verbind nu L, en L, met het snijpunt X van O,A en 
|, dan zullen XL, (—=!) en XL, twee raaklijnen aan den defe- 
rent zijn, die behoort bij [O,]. Bovendien is nog gegeven, dat 
de kegelsnee 0,0, moet aanraken in het punt O,; derhalve 
zijn nog twee samengevallen raaklijnen bekend. Een raaklijn 
l bepaalt een schaar en dus twee raaklijnen een deferent. De 
beide weefsels zijn projectief verbonden door de krommen C,&_ 
Bovendien behooren ze tot hetzelfde lineair stelsel, omdat ze 
een schaar gemeen hebben. De kromme van HERMITE !) van 
het eene weefsel bestaat uit A,O, en 0,0, (tweemaal geteld) 
en die van het andere weefsel uit A,O, en 0,03 (tweemaal 
geteld). De schaar van kegelsneden, welke is ontaard in 
puntenparen op A,O,, behoort derhalve tot beide. 

De gewoue brandpunten vormen op [O,] en [O}] een involutie 
waarvan O, en S,, de dubbelpunten ziju. 

De vier afzonderlijke brandpunten doorloopen het geheele vlak. 
Omdat door één dezer brandpunten een kromme van het net 
wordt bepaald, vormen de vier afzonderlijke brandpunten een 
involutie. Is een brandpunt F, gegeven, dan verbindt men 
F, met O, en trekt de lijn door O, die met betrekking tot 
0,0, (of 0,0) anti-parallel is aan O,F,; op deze lijn zal het 
brandpunt HE, moeten liggen. Vervolgens verbindt men EF, 
met A, en trekt dan de lijn door A, die autiparallel is aan 
AF, met betrekking tot 0,0}; dan zal ook op deze lijn F, 
moeten liggen. De brandpunten van de kegelsneden zijn dan 
bepaald en bovendien het punt O,; dus nu is C? bekend en 
daaruit C,* 

De kromme lijnen van den derden graad, die de meetkun- 
dige plaats van de afzonderlijke brandpunten der verschillende 
bundels zijn, vormen eveneens een net. Een kromme van 
het net behoort tot een oneindig aantal bundels; dus door het 
brandpunt FH, van die kromme gaan oneindig veel krommen 
K? of een bundel. Het geheel vormt derhalve een net. Dit 
net heeft vijf basispunten nl. w,, w‚, A, en twee punten in 
O,. Twee krommen snijden elkaar in vier beweeglijke punten; 
dit zijn de afzonderlijke brandpunten van een kromme C,*, 
die tot beide bundels behoort, welke bepaald worden door de 
twee krommen K3, 


1) Zie S. pag. 27, noot 44. 
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Zooals we boven hebben gezien, ligt het afzonderlijk brand- 
punt van een brandkromme K? op c„. Als dus twee derge- 
lijke krommen hetzelfde brandpunt p hebben, dan snijden ze 
elkaar in de volgende punten: O, (tweemaal), A, p, wi 
(tweemaal), w, (tweemaal) en een nog onbekend punt X. 
Wanneer van de negen snijpunten er zes op een kegelsnede 
liggen, dan liggen de drie anderen op een rechte lijn. Nu 
liggen O, (tweemaal) A, p, w, en wa op Cu, dus w,, 02 en 
X op een rechte lijn. Het negende snijpunt X ligt dus op 
de lijn in het oneindige, dus: 

Alle krommen van het net van brandkrommen K*, die een 
zelfde punt p op c„ tot afzonderlijk brandpunt hebben, vormen 
een bundel, waarvan het negende basispunt in het oneindige 
ligt. 


Cassini’'sche kromme. 


Een CAssinr’scHe kromme is een kromme, die in elk der punten 
w, en wz een dubbelbuigpunt (fefleenodaalpunt) heeft. De ge- 
wone ep afzonderlijke brandpunten van deze C* vallen samen en 
daaruit volgt, dat zij twee symmetrie-assen bezit !). 

Wanneer men een net van kegelsneden, behoorende bij een 
assenpaar, uit het middelpunt inverteert, ontstaat er een net van 
krommen C,* met twee symmetrie-assen. Op de volgende wijze 
zullen we analytisch onderzoeken, of er in dit laatste net ook 
krommen met een dubbelbuigpunt in w‚ en w‚ voorkomen. 

De vergelijking van een kegelsnede met de assen a en b, die 
hier willekeurig zijn, is 


Is nu de macht van de inversie k*, dan heeft men (fig. 9) de 
volgende betrekkingen 


4} / 2 
RL SE 
js ’ Ee PT erm CIN Tare 12, 
x r r Wetzel 
en derhalve 
kr’ kay’ 
TE ln NE ero ee 


Substitueert men deze waarden voor z en y in (13), dan vindt 


1) Zie S. pag. 27, noot 46. 
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men, na weglating der accenten, als vergelijking van de geïn- 
verteerde kromme 
key” k* 2 
er + pa nb 
Par dy) He ty) 
of er 


2p2 
bat day == Ee (EEF Y YE GE EN (14) 


Door de inversie is een gewoon brandpunt F WVa?—b?, 0) 
van de kegelsnede overgegaan in een gewoon brandpunt van C._ 


ke 
en 0. 


De coördinaten van dit brandpunt F’ zijn derhalve 
Va? — t? 


De vergelijking van den‘puntcirkel in het punt F’ zal zijn 
k? 2 ; 
e u gee hyt) in (15). 
/ 


Zullen nu w‚ en w, dubbelbuigpunten zijn van O,*, dan moe- 
ten alle snijpunten van de krommen voorgesteld door (14) en (15) 
in het oneindige liggen. Elimineert men uit deze beide vergelij- 
kingen y*, dan vindt men | 
Zak? Ole ( k? kt y 


AE 


RME ET A RN ai 
6x ax We RCN TD 


De coëfficiënt van x? is 
4 4252 


at” 


b2 Le a> ES, 
die van x 
2 ak? 4 a2b2k2 
Va — 2 (a? — 62) Va? — 2 


Zullen alle snijpunten in het oneindige liggen, dan moeten deze 
coëfficiënten beide nul zijn. 


Derhalve 
4 a2b3 2 ak? 4 a242k2 
bir == ed — me 
ar Vree Dr 
of 
— 4aPb* — (a? — U? en 2a(a? — 4?) = — 4at42, 
of | | 


ab? =0 en (A2 Hb) =0 
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zijn de voorwaarden, waaraan de assen van een kegelsnede moe- 
ten voldoen, opdat zij door inversie in een Cassini’sche kromme 
overgaat; hieraan wordt voldaan, zoodra a? —= — &?, 

Men ziet dus, dat de gelijkzijdige hyperbolen van het net de 
gezochte krommen leveren en deze tot vergelijking hebben. 


ve UE EE) 
% ier yy. 


Dit is de vergelijking van de lemniscaat van BERNOULLI. 


Ovalen van Descartes. 


Wanneer men een kegelsnede en eveneens een C,* uit een 
harer brandpunten inverteert, ontstaat er een C,*, waarvan w, en 
wz keerpunten zijn, zooals op de volgende wijze zal blijken. 

De vergelijking van een kegelsnede, waarvan het brandpunt F 


Ee 


in den oorsprong ligt, is + ee —= 1. Substitueert men 
in deze vergelijking weer 
kao! k2y! 
En re On 3 
vd y gad-y? 


zoo vindt men, na weglating der accenten, als vergelijking van 
de geïnverteerde kromme 
4 


k k* ck? b? 
nn aen Meg rh 4) 


of 
k*b2a2 + kra? + 2ch°k? (a? 4 YP) vo — be (42 HY =0, 
of 
— kie*r? + kia? (a? Hy?) 4 2ebk? (a? + 4%) w — be (a? + YP =0, 
of | 


Da? Hg?) — eht}? = al (2 + 4). 
Dit is de vergelijking van de limacon van PascAL (zie BRIOT 
et BouQver, „Geométrie Analytique”, pag. 21). 


ce alt EAN 3 

Stelt men Dn Ê en ard dan verkrijgt de vergelijking den 
volgenden eenvoudigen vorm 

EEY) PES ALE EU) te (16). 


De coördinaten der afzonderlijke brandpunten van deze kromme 
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vindt men door p en gq zoo te bepalen, dat er van de snijpunten 
van (16) met den puntcirkel 


12 — pr Hp. Hy —2gy —g =O... ... (17) 
slechts twee in het eindige liggen. 

Uit (17) volgt #? + y? —= 2pa + 2qy — (P° +q°); deze waarde 
voor a? + y* gesubstitueerd in (16) geeft 
[@p — Pe + 2ay — (W+ 9) = at [Ope + gy — (P° + 95). 18). 

Nu zullen (17) en (18) slechts twee snijpunten in het eindige 
opleveren, als (18) een cirkel voorstelt. Dit is het geval als de 
coëfficiënten van x* en y* aan elkaar gelĳĳk zijn en de coëfficiënt 
van xy nul is. Derhalve gelden de voorwaarden 

(2p — 6) + 4q*...(19), q(2p—p)=0... (20). 

Aan deze beide voorwaarden wordt alleen voldaan door de 
waarden p=} en q =0, welke we dan viermaal moeten tellen. 
Dit blijkt gemakkelijk uit de volgende beschouwing: 

De vergelijking (19) stelt twee rechte lijnen voor, die door het 
punt (5 #, 0) gaan en eveneens (20). Deze twee paren lijnen snij- 
den elkaar dus viermaal in dat punt. - 

Uit het bovenstaande volgt, dat de vier afzonderlijke brand- 
punten in één punt zijn samengevallen; derhalve zal de kromme, 
voorgesteld door (16), in de punten w, en w, keerpunten moeten 
hebben. 

De coördinaten van de gewone brandpunten vindt men door 
p en q zoo te bepalen, dat de vier snijpunten van (16) en (17), 


die in het eindige liggen, twee aan twee samenvallen. Substi- 
tueert men 


y= pe + Zy — P+) 
weer in (16), dan komt er 
[apr + 29y — (P+ 97) — pa] — a [Apr + Zy (+95) 0.. (21). 
Nu stellen (21) en (17) elk voor zich een kromme lijn van den 
tweeden graad voor; deze twee krommen zullen elkaar in twee 
punten raken, als er in den bundel, welke door haar wordt be- 
paald, een kromme voorkomt, die ontaard is in twee samengevallen 


rechte lijnen. 
De bundel zij 


[ape + Zy — (PPH 7) — Pe} — PE Ape + Zy — (PH 9% — 
— ui Hy — par — gy pq =0..... (22). 
Het komt er nu op aan p, q en u zoo te bepalen, dat dit de 
vergelijking is van twee samengevallen rechte lijnen. Een kegel- 


\ 
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snede zal ontaard zijn in twee samengevallen lijnen, als alle rechte 
lijnen door een willekeurig punt P buiten deze kromme, met de 
kegelsnede twee samengevallen snijpunten opleveren (zie pag. 30); 
voor dit willekeurig punt kan men den oorsprong nemen; de ver- 
gelijking van de rechte lijnen door O zij y = Ax; substitueert 
men deze waarde van y in vergelijking (22), dan zal de vierkants- 
vergelijking in es, die dan ontstaat, twee gelijke wortels moeten 
hebben, onafhankelijk van'de waarde van A. 
Als eerste voorwaarde vindt men dus 


[É2p + 2qA — BE — ul + AD] LPP H PPH (oP — wd) (7 + 9) = 
— [W+ 9) (2p + 2gA — B) + (a — 4) (Pp + JAF, 
of 
E2pt2g A PAP 07) — AE) DHO) 
= UP +0") Op +27A — B) (a — (Pp + A) + (a? — Hp HJA) 
Zal deze betrekking bestaan onafhankelijk van A, dan moeten de 


coëfficiënten van A* en A en eveneens de bekende term nul zijn. 
Wij verkrijgen dus de drie volgende voorwaarden: 


— HEP HG + (A2 — wd) (2 g)E= (af — HPP (28); 
4(2p—p) (a — (pd 0°)g Hat — pg Appa) +07) He 
+4 (P+ q)(a — w)Pg, 

of 
gla? — u) j— BPH 97) — (ap 0. (24); 
Op — P(A — pl) (P+ 97) — EPE PH (a) WH = 
— (a — HIP? + UP 77) (Ap — B) (0 — vp, 
Bn CD EEDE He IN (a =P IES 
— (a — pH (Wd 0) App. (25). 
Uit deze drie vergelijkingen kunnen we p, q en u oplossen en 
de coördinaten (p, g) der brandpunten bepalen. Intusschen dient 
er op gelet te worden, dat er waarden van p en q ingeslopen 
zijn, welke geen brandpunt opleveren, zooals uit het volgende 
zal blijken. De combinatie van p —=0 met q —=0 kunnen we on- 
middellijk weglaten, omdat deze een dubbelpunt van (16) kenmerkt. 
Voor de oplossing van deze drie vergelijkingen kan men be- 


ginnen met (24). Aan deze vergelijking wordt op drie wijzen 
voldaan nl. door te stellen 


Werk Mk A ern 8 
DAE 
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a) ...q=0, 
b) (a —u)=0, 
Pr) — p= 0. 
a. Indien qg =0 is, vindt men uit de beide andere vergelijkingen: 


didaten (26) 


en 
(@p — Pl — u} Ept+ (alu) p= Ha pt (Op P)0P)S 27). 
Uit de eerste vergelijking volgt u—0 of p* + (a® — u)p* =0. 


a,. Invoeging van u =0 in de tweede vergelijking geeft 
@p — B) pr + ap?) = hap + 2p — DPP, 
of | 
Cp — PP (PH) = ta + Op — P)PS, 
of 
Cp — BWP Ha) =at + Zapp — B) + (2p — bp, 
of | 
Op — pp =a' + 2plâp —É), 
of 
— pp Hf =a 
en dus 
eme. 
een | 
Voegt men voor a en f} de oorspronkelijke waarden in, dan is 
okt CH 
EU kt 1 
Dre N 
En 


Dit punt hadden we onmiddellijk kunnen aanwijzen; wanneer 
we uit het punt F het andere brandpunt F’ van de kegelsnede 


gaan inverteeren, terwijl de macht der involutie k? is, dan verkrij- 
2 


gen we het punt 


De vergelijking van de bij dit brandpunt behoorende richt- 
lijn vindt men door in (22) zoowel u als q nul te stellen en 
af 


ee 


; dit geeft 


Ee 
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ak* ck*, 
Voert men voor a? en f de waarden pese U, dan komt er 


he nsechÂ kelk: kà kt 
a EEN rt ET BR) 
Í C b? | ie je) b* ha zl 


of 
a2 k2 2 a? k? kt 
tal let, 
0) 
a? 22 q2 AS 
reta) + lkeet zj=0, 
of 
ce 2 ee ze) En kt a?kt 0 
Dt WA NT ZT 
of 
a(b2 + 2c°)k? kb? H 2%)" 
RNN TEEN 4 Te 
ci 
k? b? 92 o\\2 
(ee + 5) mid |}. 
Ac 
De vergelijking van de richtlijn is dus 4a?cx + k(b? 4 22) = Û. 
a. Hier is Pp + (a? — u) pr =0, 
of 


nt 
Is aan deze voorwaarde voldaan, dan volgt uit (27) 
(A2 — PH (Po =0, 
of 
Peeps 0'; 
of 
p=f. 

Voegt men echter p= f, (A2 —u)=— fp? en q=0 in ver- 
gelijking (22) in, dan zal (22) geen twee samengevallen lijnen voor- 
stellen, maar wel twee lijnen door O. Alle lijnen y — Ax geven 
dus wel twee samengevallen snijpunten, maar van brandpunten 
is hier geen sprake. Deze oplossing vervalt dus. 

Substitueert men bovenstaande waarden in (22), dan vindt 
men nl. 


Pa — PP HB par — 2) — (at BP) (at HP) =O, 
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of 
ata? + (a? + BP) YP =0. 
b. Is a* — u=0, 
dan vindt men uit (23) 
dd 
en uit (25) 
pp) spr =p 600 
Uit beide vergelijkingen volgt p? + q*= 0, dus p=0 eng =0. 
Hieruit leidt men ook geen brandpunten af. _ 
EN OOE — Bp? Hg) — lat —-u)p=0 
is 
tn 40 
P 
Substitueert men deze waarde van a* — u in (23), dan komt er 
na eenige herleiding 


[B (p? +92) — opl (p —B) =P ee (28). 
Vereenigt men eveneens bovenstaande voorwaarde met (25), 
dan vindt men 


[p(2p — B) — B (pt HP) — opp — P) =p — PPE 
of 


p(B2 — a?) — Bp Hg =0...... (29). 
Uit (28) en (29) leidt men gemakkelijk af 
— B'p(p — B) =B?q of Bp Hg) =P Pp... (30). 


Eindelijk leveren (29) en (30) 
pf — pa =p", 
of 
p=0. 

Dan is q ook nul; dus deze oplossing geeft geen brandpunten. 

Bij deze laatste herleidingen is gedeeld door p? + q* en door 
p— 0; p° +q*=0 kunnen we voorbijgaan, doch p =b dient nog 
te worden onderzocht. In de eerste plaats zou dan uit (23) volgen 
q=0 en verder a? — u =p? + q?; voegt men deze waarden in 
(22) in, dan ontstaat weer een vergelijking van twee lijnen door 
O, evenals sub a, 

Men vindt dus slechts één gewoon brandpunt nl. het punt 


ee 
Ben 
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Bovenstaande methode om de brandpunten te bepalen is om- 
_ slachtig; toch heb ik haar willen volgen, omdat zij zich geheel 
aansluit bij de wijze, waarop de deferenten langs analytischen weg 
zijn gevonden. In elk geval levert zij het voordeel, dat we on- 
middellijk de vergelijking van de richtlijn vinden. 

Ook kan men aldus handelen: 

De vergelijking der kromme is 


ke ei HA bri nt OE ATD (31). 


De vergelijking van een lijn door een der punten w, of w, en 
het punt (p, q) is 


y—q=ir —p) di y — ie =q — ip. 

Wij bepalen de snijpunten van deze lijn met de kromme en 
zien aan welke voorwaarde p en g moeten voldoen, opdat die 
snijnunten samenvallen. 

Uit y — ir =q — ip volgt 

(ellie Dh AL 
en uit deze beide betrekkingen 
Pty =(g — wp) (q — ip + 22). 
Substitueer deze waarde van 2° + y? in (81), dan vindt men 
(a — ip)(q — ip + 2e) — fa] = aq — ip)(q — ip + Zin), 
of 
Eq — ip)? + [2i(q — ip) — plas* = 0(q — ip)? + Zia — ip). 


Ed 


Deze vergelijking heeft twee gelijke wortels onder de voorwaarde 
[2é (a — ip) — B]q — ip} [(q — ip) — af] = 
— $(q — ipP[2ig — ip) — f] — dag — ip}. 
Noemen we q — ip ter verkorting r, dan komt er 
(2ir — B)(r? — a?) = (2ir* — fr — ia?)?, 
of achtereenvolgens 
(2ir — B)(r? — a?) = [(2úr — B) r — ia®]?, 
— a°(2ir — fB)? = — a* — Zia?r(2ir — B), 
a? + 2ir(2ir — B) — (ir — BP =0, 
at + (Zr — B =O, 
at — P+ 2if(q — ip) =0, 
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or — BPH pp =O en q=0, 
a? 4 B? 

p= en gis=0 


Derhalve vindt men een en het zelfde brandpunt als op pag 58. 


Voortbrenging van de limacon van Pascal. 


Wanneer men een kegelsnede uit een harer brandpunten in- 
verteert, blijft een der symmetrie-assen bestaan, terwijl de andere 
in een cirkel overgaat; wij moeten hier dus één wijze van voort- 
brenging overhouden door middel van richtcirkel en deferent. 
De richteirkel heeft tot middelpunt het gewone brandpunt van 
de limacon; zij het de cirkel [F] (fig. 10). De deferent moet 
hier een kegelsnede zijn, waarvan de brandpunten zijn samenge- 
vallen in het gevonden afzonderlijk brandpunt van de kromme. 
Deze deferent wordt dus een cirkel [G], waarvan G het middelpunt 
is. Aangezien de deferent door het dubbelpunt gaat, zullen deze 
en de richtcirkel elkaar in O, aanraken. 

Wij krijgen nu de kromme als omhullende van cirkels, die hun 
middelpunten hebben op [G] en die [F'] loodrecht snijden; of ook 
als meetkundige plaats van grenspunten van cirkelbundels, waar- 
van elke bundel bepaald is door [F'] en door een raaklijn aan [G]. 
Op deze laatste wijze zijn de punten P, en P, bepaald. 

2 2 

We hebben gevonden OF = ze en O,G == Ee Is b? 
positief, dus als we uitgaan van een ellips, dan ligt G rechts van O, 
en raken de cirkels elkaar uitwendig. Is 4? negatief, dus als men 
een hyperbool inverteert, dan ligt G links van O, en raken de 
cirkels elkaar inwendig en wel zóó, dat de richteirkel binnen 
den deferent ligt, omdat, wat de absolute waarde betreft, 
Ee Ae is. Immers dan is c? — aq? 4 b? | 
Oe neben maen 

In het eerste geval vindt men een kromme met een geïsoleerd 
punt en in het tweede een kromme met een knooppunt. 

Dit blijkt ook als men van de kromme, voorgesteld door 

k* kt 2ck? b2 
PA ID) =H 


C 
(4) 
de vergelijking der dubbelpuntsraaklijnen bepaalt; deze is 
je 
x 


p EE st rd DE 
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Volledigheidshalve kunnen we nog aantoonen, dat we op de 
aangegeven wijze werkelijk de limagon van PAscAL voortbrengen, 
door de vergelijking af te leiden van de meetkundige plaats der 
punten P, en P, (fig. 10). 

steltsmein O,G-=R, OF == r..£00R==w en RP; =o; dan 
zijn de coördinaten van het punt R 

s=R(l —eosw) en y= Rsinw, 
en is 
o2=(R4r —Reos wp) +R sin? —r2 =2R?H2Rr — 2R(RH-r) eos p. 

De vergelijking van den cirkel [R] wordt dan 
[s—(R — Reosw)f? +[y — Rsinw) =2R 4 Rr — R(R + r) cos pl], 
of eenvoudiger 

dy — Re — 2Rr =—2R [(r + 4) eos w — ysin pl]. 

De vergelijking van de lijn FP, is — AT tg w. 

Uit de beide laatste vergelijkingen elimineert men nu w door 
voor de vergelijking van den cirkel te schrijven 


a Hy? — 2Rr —2Rr = —2R[(r + 4) — ytgwl]eosw, 


en hierin te substitueeren 


7 Ie ol Al 
=— SIRGOR IN 
Re Ve) 
Dan komt er 
2 
Pyt Re lr IR (P+) + 9 | had à 
DHr Vi? 4 (a +4 1)? 


of 
2242 —Rr — Rr --ARVY2 A (a Hr)? 
Door beide leden van deze vergelijking in het kwadraat te 
brengen vindt men na eenige herleiding 


(z? Hy? — 2Rr)? —= 4(R2 + Rr) (rz? + y?). 
a. — 62 
zinkende 
de vroeger gevonden vergelijking van de limacgon te voorschijn; nl. 
+? — fe)? = aa? + 97). 


De limagon van PAscAL kan men punt voor punt construeeren, 


Substitueert men eindelijk R=4fp en 7» = dan komt 
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door koorden te trekken door een vast punt van een cirkelomtrek 
en op die koorden uit het tweede snijpunt een constante lijn af 
te zetten. $ | 
Zal deze constructie met de hier gegeven voortbrengingsmethode 
overeenkomen, dan moet, aangezien de deferent de bedoelde 
cirkel en O, het vaste punt is, CP,=BP, en onafhankelijk van w zijn. 
Dit blĳkt uit het volgende. De driehoeken P,CR en P,BR 
zijn congruent; want ZP,CR = ZP,BR, ZO P,R = ZO, PR 
(omdat P,, P,, O, en R op een cirkel liggen), en RP, = RP, 
Derhalve is P,C =P,B. Ook volgt uit de congruentie der beide 
driehoeken, dat RB —= RC is; dus GR deelt / BRC middendoor 
en we hebben ZP,RP, = Z BRC. 
Verder blijkt gemakkelijk uit de figuur 
ZERT S= ABRE S= ZORP id 
RS =(R t-r)sinw, MR=Rtgtw, RT =2Rtg tw; 
RP? =2R(R +-r) sin wtg bw =4AR(R Hr) sin? JW, 
BE 
gy —AR(R + 7). 
sin? 4 w 


RP be 
1 is, vindt men P.C —=4R (R +7) onaf- 


Daar: B Can 
sin } w 
hankelijk van w. 

De limacon is ook nog voort te brengen als meetkundige plaats 
van snijpunten van de overeenkomstige elementen van cen cirkel- 
bundel, waarvan alle cirkels FG aanraken in O,,en een stralen- 
bundel, daarmede projectief verwant, waarvan de top in F' ligt. 
De bij een bepaalden cirkel behoorende straal wordt gevonden 
door het snijpunt R te verbinden met G en dan door F' een lijn 
te trekken evenwijdig aan die verbindingslijn. 

De limacon met een keerpunt in O, (cardioïde) ontstaat als men 
een parabool uit haar brandpunt inverteert. Het brandpunt F zal 
door het optreden van dit keerpunt verdwijnen, zoodat er geen 
enkel gewoon brandpunt overblijft. 


BEELINGEN 


Een eyclique met p symmetrie-vlakken (p= 1, 2 of 3) 
is op p verschillende wijzen de omhullende van bollen, die 
hun middelpunten hebben op een kegelsnede en die den bol, 
waarop de eyelique ligt, loodrecht snijden. 


EL 


De meetkundige plaats der brandpunten van een eyclique 
met een dubbelpunt bestaat uit twee andere eycliques even- 
eens van het geslacht nul; deze drie krommen vormen met 
den cirkel in het oneindige (zesmaal geteld) de dubbelkromme 
van een ontwikkelbaar oppervlak van den twaafden graad, 
waarvan Coo en een der eycliques de richtlijnen zijn. 


HEL 


Bij de eonstructie van een algemeene kromme van den 
derden graad volgens de methode van ScHrörEr (Theorie 
der ebenen Kurven, dritter Ordnung S. 11, S 3) is het aan 
te bevelen, in plaats van de hulpkegelsnede twee cirkels te 
nemen, waarvan de eene raakt aan de raaklijn AT, in het 
punt A en de andere aan de raaklijn AT, in het punt A. 
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BA 


Ten onrechte zegt Cn. SrurMm (Cours d'Analyse, tome 
second, neuvième édition, p. 72). 

En éliminant c entre les deux équations de chacun de ces 
derniers systèmes, on obtiendra les solutions singulières de 
Véquation proposée, pourvu qu'on omette les valeurs de c 
qui rendent simultanément nulles, ou infinies, les deux 


fonctions ge et En 


de dy 


dE 


De onderstelling, dat de beide wijzen, waarop ee 
dy 


onbepaald kan worden nl. als 5 of 5 dezelfde rol spelen 
ten opzichte van de afzonderlijke oplossing eener differentiaal- 
vergelijking met de algemeene integraal F(x, y, c)= 0, is 
onjuist. 


NL 


Wanneer men een negatief getal opvat als het verschil 
van twee getallen, waarvan het aftrektal kleiner is dan de 
aftrekker, zoo is de Algebra slechts een uitbreiding van de 
Rekenkunde. 
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VII. 


Ten onrechte meent Dunúr (Recherches sur la Rotation du 
Soleil, p. 74), dat uit de tormule £ = ee 360° de werke- 


lijke dagelijksche rotatiehoek van een materiëel punt op den 
zonsaequator wordt gevonden. 


Vak 


De bewering van LIPPMANN (Journal de Physique, tome 
VIII, p. 402), dat de attractieconstante alleen afhangt van 
de tijdseenheid, is onjuist. 


IX. 


Het invoeren van de door LIPPMANN voorgestelde tijdseen- 
heid is niet aan te bevelen, omdat zij uit een didaktisch 
oogpunt onpraktisch is en op ongeoorloofde gronden berust. 


X. 


Het is af te keuren bij een elementaire behandeling der 
Natuur- en Werktuigkunde verschillende formules te willen 
afleiden, welke slechts bewezen kunnen worden met behulp 
van de Differentiaalrekening. / 
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A 


Bij de afleiding van de formule voor den electrischen druk 
door CG, A. MeBrus (Wied. Ann. 61, p. 638, 1897), wordt 
slechts schijnbaar van een kringproces gebruik gemaakt. 


XII. 


Het is wenscheliĳk dat zij, die het eind-examen eener 
Hoogere Burgerschool met vijfjarigen cursus hebben afgelegd , 
toegang. tot de studie in de Wis- en Natuurkundige Weten- 
schappen en de Geneeskunde verkrijgen. Het adres, onlangs 
door de Faculteit der Wis- en Natuurkunde aan de Univer- 
siteit te Amsterdam tot het Ministerie van Binnenlandsche 
Zaken gericht, verdient dus geen aanbeveling. 
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